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l. Notions d’algorithme et de complexité

l.1 Algorithme

Un algorithmeest une suite finie d’instructions non ambiguéavamt étre exécutées de
fagon automatique. Un algorithme prend en entréaldanées et produit un résultat.

Nous verrons de nombreux exemples d’algorithmesp&ut dire qu’une recette de cuisine
est un algorithme, I'entrée étant les ingrédienttaesortie le plat cuisiné. Nous décrirons
aussi, par exemple, des algorithmes pour trier ééments d’'un ensemble totalement
ordonné.

On peut distinguer plusieurs fagcons de décrirelgorithme.

Une premiére méthode consiste & en donner le panci

Exemple pour détecter si un certain élément figure dane liste non triée, le
principe d'un algorithme de recherche séquentielensiste a comparer
successivement tous les éléments de la liste de#@ment recherché jusqu'a
rencontrer I'élément recherché ou bien atteindfenlde la liste.

Une deuxieme méthode consiste a utiliser du pseade-; il s'agit d’'une facon
d’exprimer I'algorithme en précisant la facon deger les données, les variables, les
initialisations et en séparant les différentes ruddions ; on utilise un certain
formalisme pour exprimer les affectations, les ringions conditionnelles, les
boucles, etc. Il y a difféerents formalismes posshhais, aprés en avoir choisi un, il
est trés préférable de s’y tenir.

Exemple le méme algorithme que dans I'exemple précépeut étre décrit comme
ci-dessous.

Recherche séquentielle dans un tableau

Il'y andonnées.

Les données se trouvent dans un tableayartir de I'indice 1.
La donnée a rechercher est natiée

On utilise une variable booléenne notéeivéet un entier.

> 1 <1;
» trouveé — faux ;
» tant que ((norrouvé et ([ < n))

début boucle tant que

o si (T[i] = clé), alorstrouvé — vrai;
sinoni « i+1;

fin boucle tant que

» renvoyertrouvé




Entre autres choix, le formalisme ci-dessus utilsesymbole « =» pour le test
d’égalité et le symbole « » pour I'affectation ; cette derniére signifie daevaleur
du membre de droite est transmise a la variablaembre de gauche.

On peut éventuellement supprimer les indicatiohsggue « début boucle tant que »
et « fin boucle tant que » en s’appuyant sur I'mdéon, a condition que celle-ci soit
suffisamment claire. C’est ce que nous ferons gauite.

bY

 Une troisieme méthode consiste a traduire l'alpar#é dans un langage de
programmation.

Les trois méthodes décrites ci-dessus sont de gpluglus précises, de moins en moins
ambigués. Malheureusement, elles sont aussi de smem moins faciles a lire et a
comprendre. Si on veut programmer un algorithmseria généralement pertinent d’enchainer
les trois méthodes : d’abord en donner le pringipes écrire le pseudo-code, avant de passer
a la programmation.

Remarquons que, lorsqu’on propose un algorithmestilgénéralement nécessaire de le
prouver, c'est-a-dire de prouver qu'’il fait bier,dans tous les cas, ce qu’on attend de lui. Il
existe des techniques pour effectuer des preuvalgadithme, techniques que nous ne
développerons pas dans ce polycopié.

Implémenter un algorithme signifie le traduire damslangage de programmation pour
pouvoir I'exécuter a l'aide d’'un ordinateur. Podieetuer I'implémentation, il faut choisir la
facon de représenter les données, c'est-a-diresichta structure des données; nous
développerons différentes possibilités de strustute données dans les chapitres suivants.
Pour résoudre un probléme, il y a souvent de nomxbatgorithmes possibles et, pour chaque
algorithme, plusieurs choix de structures de dosinBa algorithme assorti d’'une structure
des données pour son implémentation peut avoirqultsscaractéristiques :

* Sa simplicit¢é un algorithme simple est facile a comprendramalémenter et
généralement a prouver.

* La qualité du résultat obtenupar exemple, une recette pour faire une mousse au
chocolat peut donner un résultat plus ou moinsadujeéa déguster.

* Le temps pris pour effectuer I'algorithméa encore, cette caractéristique dépend a
la fois de l'algorithme et des structures de doenéetenues. Il n'est pas
matériellement possible de résoudre un probleme’aael d’'un algorithme
nécessitant quelques milliards d’années pour sigrécOn peut aussi préférer un
algorithme qui s’exécutera en une seconde plutéénqune heure. De plus, la
ressource temps d'un ordinateur est souvent préeiet on cherche alors a
I’économiser. On verra que, d’'un algorithme a IFauet d’'une structure de données
a l'autre, les temps d’exécution peuvent étre dhffiés. Cette caractéristiqgue de
temps d’exécution s’exprime avec ce qu'on appeledmplexité(en temps) de
I'algorithme.

» La place prise en mémoifeomplexité en place) : cette place va dépendeefais
de l'algorithme et des structures de données retenil ne faut pas dépasser les
capacités de la mémoire de la machine sur laglialgrithme s’exécutera et, si la
place prise en mémoire est importante, on peutc@ngluit a limiter la taille des
problémes considérés.

Dans la suite, quand nous parlerons de complekitagira toujours de complexité en
temps.



Les relations entre algorithmes et structures denées sont variables ; la plupart des
algorithmes, dés la formulation de leur princip@ppuient sur une certaine structure de
données. Parmi les exemples que nous verrons atds le tri rapide s’appuie sur une
structure linéaire des données, le tri par arbnait® de recherche sur une structure d’arbre
binaire de recherche, le tri tas sur une structierdas, les algorithmes de graphes sur une
structure selon des graphes... Il ne reste souveatpyaciser la structure de données pour
passer de I'algorithme a son implémentation.

Il arrivera fréquemment que, entre deux structaesionnées, I'une soit meilleure en ce
qui concerne la place prise en mémoire alors cuédre est meilleure en ce qui concerne la
complexite.

|.2 Complexité

Etant donné un algorithme, on appellepgrations élémentaires

e un accés en mémoire pour lire ou écrire la valéumealvariable ou d’'une case d'un
tableau ;

* une opération arithmétique entre entiers ou enéesr addition, soustraction,
multiplication, division, calcul du reste dans wgsion entiere ;

* une comparaison entre deux entiers ou deux reels.

Exemple si on considere linstructiom — a + b, on peut compter quatre opérations
élémentaires :

* |'acces en mémoire pour lire la valeurae
* |'acces en mémoire pour lire la valeurlge
I'addition dea etb,

* |'acces en mémoire pour écrire la nouvelle valexe.d

Pour un probléme donné, on appelistancetout jeu de données de ce probleme. Par
exemple, pour un probleme de tri, on obtient urstaimce en spécifiant la valeur numérique
des nombres a trier.

Soientf etg deux fonctions positives d’'une méme variable eatigresp. de deux mémes
variables entiérem etm, ou plus). La fonctiori est dite avoir un ordre de grandeur au plus
égal a celui de la fonctiogs'il existe un entier strictement positiet un entieN (resp. deux
entiersN et M) tels que, pour tout = N (resp.n = N etm > M), on aitf(n) < kg(n) (resp.
f(n, m) <k g(n, m)) ; on écriraf = O(Q) (notation de Landau). Les deux fonctions soréddit
avoir méme ordre de grandeur si I'ordre de grandeufune est au moins égal a I'ordre de
grandeur de l'autre et réciproquement ; on poucraes: f = ©(g). Par exemple, les fonctions
f(n) = 3n® — 5n + 4 etg(n) = n’ ont méme ordre de grandeur. On dira aussigoes un ordre
de grandeur dke

On considere un algorithme. On appellecomplexité dea tout ordre de grandeur du
nombre d’opérations élémentaires effectuées penl@adéroulement de I'algorithme. On
exprime ce nombre d’opérations en fonction de patea associés aux instances a traiter ;
on pourra par exemple exprimer la complexité duremn fonction du nombre de données a
trier. Néanmoins, il se peut qu'avec deux jeux @mrges différents correspondant aux
mémes parametres, la complexité ne soit pas la mBareexemple, un algorithme de tri



pourra étre plus rapide s’il s’agit de trier des@es deéja triees que s'’il s’agit de données tres
désordonnées. On peut alors s'intéresser a :

* la complexitédans le pire des casles parametres avec lesquels on exprime la
complexité étant fixés, on considere le plus gramoimbre d’opérations
élémentaires effectuées sur l'ensemble des instarmerespondant a ces
parametres ; on cherche ainsi un majorant de Igplepité qui puisse étre atteint

dans certains cas ; c’est ce qu’on fait le plusgdiement ;

* la complexitédans le meilleur des cades parametres avec lesquels on exprime la
complexité étant fixés, on considere le plus peiinbre d’opérations élémentaires
effectuées sur I'ensemble des instances correspbradaes parametres ; cette
complexité peut venir compléter la précédente maisera jamais suffisante pour
I'utilisateur ;

* la complexitéen moyenneles parametres avec lesquels on exprime la el
étant fixés, il faut alors faire la moyenne des hoes d’opérations élémentaires
effectuées, moyenne portant sur tous les jeux dméls correspondant a ces
parametres. Ce calcul est généralement difficiles@ivent méme délicat a
formuler car il faut connaitre la probabilité deachn des jeux de données pour
effectuer un calcul pertinent de cette moyenne.

Dans certains cas, on peut étre amené a ne catpuler majorant (qu’on essaie de rendre
le plus petit possible) de la complexité d’un aitjone.

Prenons le cas de la recherche d’'un élément damdisia non triée de éléments avec
I'algorithme développé dans la section 1.1. Le plies cas est celui ou la donnée ne figure
pas, ou la complexité est de I'ordrerde_e meilleur des cas est celui ou I'élément rechér
est le premier de la liste, cas ou la complexiteded’ordre de 1. Si maintenant on veut faire
une moyenne sur tous les jeux de donnéesLkEments et tout élément recherché, on peut
supposer que, dans le cas ou I'élément recherghéefidans la liste, toutes les places sont
équiprobables ; mais quelle est la probabilité t@ément recherché figure ? On peut la
poser comme étant égal a 0,5, mais c’est arbitrbiég@anmoins, pour 'exemple, trés simple,
quelle que soit la facon de calculer la moyenneplbtent un ordre de; on dira que cet
algorithme eslinéaire en moyenne.



Il. Premieres structures de données

[1.1 Introduction

Les structures de donnéespécifient la fagcon de représenter les donnéeprobléme
considére ; cela est nécessaire en particulier potraitement par un algorithme a l'aide d’un
ordinateur.

Deux préoccupations principales interviendront denshoix d’une telle structure : la
place qu’elle consomme dans la mémoire de l'oréunatt la facilité qu’elle offre quand on
cherche a accéder a une certaine donnée. Les usasicde données sont définies
indépendamment du langage de programmation quiviatelra dans I'écriture finale du
programme qui les manipulera ; on supposera néasrmie ce langage offre les outils
nécessaires (par exemple les pointeurs) pour définnanipuler ces structures de données.
La plupart des langages de programmation permetfattribuer et d’utiliser la mémoire
disponible de différentes facons :

« sous forme deariablesisolées les unes des autres dans la mémoirerdadaine ; elles
peuvent étre d’'un type prédéfini par le langageye entier, le type réel, etc.) ou d’'un
type défini par l'utilisateur a partir des types@éfinis précédents, par exemple des
types congus pour décrire des variables comprgriasieurs données hétérogenes, type
nommestructure dans le langage C oenregistrementans d’autres langages ; nous
appellerons structure une variable appartenant a un type comportantiquts
composantes (hétérogenes ou non) et nous appallehampsles composantes d’'une
structure ;

* sous forme deableaux c’est-a-dire d’'une suite de variables de méme tgsociees a
des « cases » consécutives dans la mémoire cettesécutivité » permet a I'ordinateur
de savoir ou sont rangeés les éléments du tableagyigpermet d’avoir accés directement
a une variable du tableau a partir d’'un indice @onn

« a l'aide depointeursou adresse®ureférencesindiquant la localisation dans la mémoire
de I'objet auquel on s’intéresse.

Dans certains cas (variables isolées, tableauijsts), la place en mémoire est attribuée par
le compilateur et ne peut donc pas étre modifiéecauws du programme. Dans d’autres cas
(tableaux dynamiques, listes chainées), l'attrdsutiie la mémoire nécessaire est effectuée
pendant le déroulement du programme et peut damery@endant celui-ci.

Les structures de données classiques appartielengiols souvent aux familles suivantes :

* les structures linéaires il s'agit essentiellement des structures reprisddes par des
listes linéaires c’est-a-dire des tableaux ou des listes chain@éemensionnelles ; on y
trouve en particulier lepiles, pour lesquelles les données sont ajoutées ouingys a



partir d’'une méme extrémite, et Igkes, pour lesquelles les données sont ajoutées a une
extrémité tandis gu’elles sont supprimées a I'autre

* lesstructures arborescenteavec la sous-famille importante debres binaires

« les structures relationnelles celles-ci prennent en compte des relations axisou
n'existant pas entre les entités qu’elles décriventes relations binaires sont
représentables sous formegtaphes(orientés ou non).

[1.2 Structures linéaires

Les structures linéaires tirent leur nom du faie des données y sont organisées sous
forme d’'une liste dans laquelle elles sont mises uees derriére les autres. On peut
représenter une telle liste a I'aide d’'un tableaidimensionnel ou sous la forme d’'une liste
chainée. Selon la nature des opérations autoris@esbtient différents types de listes, en
particulier les piles et les files.

[1.2.1 Listes

Une liste est une suite ordonnée d’éléments d’pa gdonné ; une liste peut contenir zéro,
un ou plusieurs éléments.

Exemples :
* (3,7,2,8,10, 4) est une liste d’entiers ;

* (lundi, mardi, mercredi, jeudi, vendredi, samedmnahche) est la liste des jours de
la semaine.

La longueurd’une liste est son nombre d’éléments. Une ligde est une liste de longueur
nulle. Latétede la liste est son premier élément. La définitienlaqueued’une liste n’est
pas universelle ; certains la définissent commatédéadernier élément de la liste et d’autres
comme la liste obtenue en enlevant la téte.

On s’intéresse souvent a des listes d’élémentsrimgp@ant a un ensemble sur lequel existe
une relation d’ordre total (entiers, chaines deact@res, objets identifiés par un entier...).
C’est le cas quand on cherche a trier les élémamtta liste, c’est-a-dire a permuter les
éléments de la liste pour qu’ils deviennent plgmsordre croissant (ou décroissant).

Opérations sur les listes

Les opérations habituelles sur les listes sorguasantes.

* Insertiond’'un élément au début, a la fin, ou entre deumeélés de la liste. En
particulier, on pourra chercher a insérer un élérdans une liste triee a une bonne
place, c’est-a-dire en conservant le fait quedliz lest triée.

e Suppressiom’un élément quelconque.

* Recherche cette opération peut renvoygai ou faux selon gu'un élément donné
figure ou non dans la liste; elle peut aussi rgmvol'adresse de I'élément
recherché sous forme selon les cas d’un indice @hieau ou d’'un pointeur.



» Concaténationde deux listed.1 et L2 contenant des éléments d'un méme type :
cette opération donne la liste obtenue en mettaodd les éléments del puis
ceux de.2.

On pourrait ajouter I'opération dg, mais nous consacrerons un chapitre entier ajeg su
gue nous laissons pour I'instant de coté.

Implémentation d’une liste par un tableau

On peut représenter une liste par un tableau. icendu début de la liste sera alors fixé
(en général, ce sera l'indice 0 ou I'indice 1)alldra connaitre et actualiser le cas échéant le
nombren d’éléments de la liste pour savoir d’'ou a ou lésénts se trouvent dans le tableau.

Si on veut insérer un nouvel élément dans la liste

« gs’il s'agit d'insérer un élément a sa place danes liste triée, il faudra décaler tous
les éléments suivants d’'une case, auquel cas lplegité dans le pire des cas est
de l'ordre de la longueur de la liste ;

* sil'ordre des éléments n'importe pas, on inséeraénéral I'élément nouveau a
la fin du tableau, la complexité étant alors dedfe de 1.

Si on veut supprimer un €lément de la liste :

« ¢s'il s'agit de supprimer un élément d'une listeéds il faudra décaler tous les
éléments suivants, d’ou une complexité au pire’'d@re de la longueur de la
liste;

* si l'ordre des éléments n’importe pas, le plusdapera de mettre a la place de
I'élément a supprimer le dernier élément de l&list

Si maintenant on veut concaténer deux liste®t L2, soit on recopid.1 puisL2 dans un
nouveau tableau, soit on recopie les éléments2di la suite de ceux del dans le tableau
qui contenail.1 ; dans les deux cas, il faut évidemment que leleaax soient suffisamment
grands. La complexité est soit de I'ordre du nontotal d’éléments dé&l et L2, soit de
I'ordre du nombre d’éléments de.

Un inconvénient d’'un tableau, par rapport a laelishainée que nous développons ci-
dessous, est qu'il faut prendre garde a ne pasdébdu tableau. Quand le tableau est plein,
il faut soit refuser les insertions, soit prendnetableau plus grand et y recopier la liste.

Implémentation d’une liste par une liste chainée

Une liste chainée est constituée de « maillonges ;maillons peuvent contenir des
données et I'adresse d’'un autre maillon. Les doswwémtenues par les maillons sont du
méme type d’'un maillon a l'autre. Une liste chainémposée des entiers 5, 2 et 7 pourra étre
représentée comme ci-dessous :

débu —» 5 —T—» 2 —T—» 7 —+— adresse nulle

oudébutest I'adresse d’'un maillon.

Le maillon qui se trouve a I'adressg@ébutcontient I'élément qui constitue la téte de la
liste.



Pour accéder a I'ensemble des éléements de ladisteart de I'adress#ébut.On peut avec
cette adresse accéder au premier maillon. On coaingi le premier élément de la liste et on
lit F'adresse contenue dans ce premier maillon, epiicelle du deuxiéme maillon ; on peut
alors accéder au deuxiéme maillon pour connaitoeixiéme élément de la liste et ainsi de
suite. Il est nécessaire qu'une adresse spécidélengse dans le dernier maillon de la liste
pour gu’on puisse savoir qu'il s'agit du dernieritioa. Cette adresse spéciale est prévue par
les langages de programmation qui permettent deépuian les listes chainées ; elle s’appelle
en générahil , ouNULL, ounull ; c’est toujours en quelque sorte l'adresse qui varo,
notéeadresse nullsur notre schéma.

A condition de connaitre certaines adresses appespron constate que l'insertion et la
suppression d’'un élément, ou bien la concaténattodeux listes se fait avec une complexité
de l'ordre de 1. En revanche, nous verrons darchépitre suivant que la recherche d’un
élément dans une liste triee éléments peut se faire avec une complexité ddreode Inq)
lorsqu’on utilise un tableau, alors que la compkexst toujours dans le pire des cas et en
moyenne de 'ordre delorsque la liste est codée avec une liste chainée.

La gestion informatique d'une liste chainée se fg@néralement en employant une
allocation dynamique de mémoire chaque fois qu'onveau maillon est nécessaire ; les
adresses sont alors des adresses dans la mémouopale de I'ordinateur. Néanmoins, on
peut gérer une structure de liste chainée aveahleau de maillons, les adresses de maillons
devenant alors des indices du tableau; avec ceftriere fagon de faire, on retrouve
I'inconvénient de la limitation du nombre de domhémi nombre de cases du tableau de
maillons. Dans la suite, nous supposerons impfhet® qu'on utilise une allocation
dynamique de mémoire pour chaque nouveau maillon.

Dans le pseudo-code plus bas, on notemal’adresse nulle ; si on considére un maillon
d’adresse, on notera (comme en langage Japajonnéda partie du maillon qui contient la
donnée etp.suivantla partie du maillon qui contient I'adresse du lioai suivant (en
langage C, on note cgta— donnéeetp — suivanj.

11.2.2 Piles

Une pile (stacken anglais) est une liste dans laquelle I'insertio la suppression d’'un
élément s’effectue toujours a partir de la mémeeéaxité de la liste, extrémité appelée le
débutde la pile. L’action consistant a ajouter un ndwlément au début de la pile s’appelle
empiler; celle consistant a retirer I'élément situé abuléde la pile s’appelldépiler. Une
pile permet de modéliser un systéme régi par leiglise « dernier arrivé - premier sorti » ;
on dit souvent qu’il s’agit d’un traitement LIF@ast in, first ouf). La hauteurde la pile est
son nombre d’éléments.

Les fonctions souvent définies dans I'implémentatituine pile sont (les fonctions 1, 3 et
4 font partie de toute implémentation d’une pile) :

1. répondre a la question : la pile est-elle vide ?

2. éventuellement, selon 'implémentation, répondta question : la pile est-elle
pleine ?

3. empiler un élément, en traitant éventuellementale @u la pile serait pleine
(fonction souvent appelgrishen anglais),

4. dépiler un élément, en traitant le cas ou la pdeais vide (fonction souvent
appelégop en anglais),



5. éventuellement, donner la valeur de I'élément gurguve au début de la pile,
sans dépiler celui-ci,

6. éventuellement, vider la pile.

Implémentation d’une pile par un tableau

Si la pile est représentée par un tabl€aan doit gérer une variable pour la hauteur de la
pile, variable que nous notohauteut

Supposons que les éléments de la pile soient staekgartir de I'indice 0 (resp. 1) du

Y

tableau ; I'empilement d’'un nouvel élémextconsiste alors a introduine dans la case
T(hauteu) (resp.T(hauteur+ 1)) et a remplacehauteur par hauteur+ 1 ; le dépilement
consiste au contraire a supprimer I'élemé&(tiauteur— 1) (resp.T(hauteu)) de T puis a
remplacehauteurparhauteur— 1.

La pile est vide si la variableauteurvaut zéro.

La pile est pleine si la hauteur est égale a laedsion du tableau.
Pseudo-code

On suppose qu’on utilise un tableall aases indicées de INa

On utilise une variablbauteur La pile est vide si et seulementsiuteurvaut 0, la pile est
pleine si et seulement sili@uteurvautN. La variablehauteurest initialisée a 0.

Pour la fonctionempiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on bgpa fonction
empileralors que la pile est pleine. Dans un code plalsag€, ce cas devrait étre traité.

empiler(clé)
Si hauteur< N, alors

* hauteur — hauteur+ 1;

* T[hauteut — clé

Pour la fonctiondépiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on Bg@pa fonction
dépileralors que la pile est vide. Dans un code plus éalue cas devrait étre traité.

dépiler
Sihauteur> 0, alors
» clé «~ T[hauteut;
* hauteur ~ hauteur— 1;

* renvoyerclé

sinon // a préciser

Implémentation d’'une pile par une liste chainée

Si la pile est représentée par une liste chainéqueelle on accéde par un pointedbut
on ajoute un nouvel élémenté de la maniere suivante. On crée un nouveau maMon
destiné a contentlé et on y insérelé dans le champ del prévu a cet effet. Dans le champ
de M destiné a contenir I'adresse du maillon suivantadeste apres insertion d#é, on met
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la valeur du pointeudébut Enfin, pour accéder a la nouvelle liste a I'afllepointeurdébut
on attribue adébutl’adresse deM. De la méme facon, pour dépiler un élément, ona#xt
I’élément contenu dans le premier maillonldéelui auquel on accede gracdébu) puis on
décaledébuten le faisant pointer sur le maillon qui suit temier maillon ; on peut alors en
général libérer 'espace en mémoire alloué au oraitbntenantlé.

La pile est vide si 'adressibutest égale a I'adresse nulle (voir plus haut).

La pile n'est jamais pleine (il faut néanmoins s pépasser la capacité en mémoire de la
machine sur laquelle on travaille, ce qui peut m&lpire en particulier si on empile et qu'on
dépile frequemment et qu’on oublie de désallouespgace en mémoire quand on dépile un
élément).

Pseudo-code

On utilise une variablelébut La pile est vide si et seulement dé&but vaut rien. La
variabledébutest initialisée aien. Une fonction nomméaouvelle_cellulepermet de créer
une cellule et retourne I'adresse de celle-ci.

empiler(clé)
* p < nouvelle_cellulg
* p.donnée- clé

* p.suivant— début

e début— p;

Pour la fonctiondépiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on Bg@pa fonction
dépileralors que la pile est vide. Dans un code plusoééalce cas devrait étre traité.

dépiler
Si début# rien, alors
* clé — débutdonnée
e début — débutsuivant

* renvoyerclé

sinon // a préciser

Dans cette derniére fonction, il peut convenirosgele langage de programmation, de
libérer 'espace-mémoire qui était alloué a laudelcontenant la donnée qui a été dépilée.

11.2.3 Files

Unefile est une liste dans laquelle toutes les insertil@souveaux éléments s’effectuent
d'un méme cbté de la liste appdié et toutes les suppressions d’éléments s’effectuent
toujours a partir de l'autre extrémité, appeti&but L’action consistant a ajouter un nouvel
élément a la fin de la file sS’appekmfiler ; celle consistant a retirer I'élément situé abudé
de la file s’appelledéfiler. Une file permet de modéliser un systeme régilaatiscipline
« premier arrivé - premier sorti » ; on dit souventil s’agit d’'un traitement FIFOfifst in,
first ouf).
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Implémentation d’une file par un tableau

Si la file est représentée par un tabl&aon doit gérer deux indicekebutet fin indiquant
les cases dé@ entre lesquelles se trouvent toutes les donnieslonnée devant sortir en
premier figure dans la case d’indidébut tandis que la premiere case libre, c’est-a-dire |
case dans laquelle on placera la prochaine donmféee est d’indicefin + 1. Enfiler un
nouvel élémenk consiste donc a introduiedans la casé&(fin + 1) et a remplacein par
fin + 1. Défiler un élément consiste d’autre partrapkcerdébutpardébut+ 1, aprés avoir
traité I'élémentT(débu). En pratique, la dimension deest une constantim : le nombre
d’éléments présents simultanément danse peut donc pas excéd#im. Si d’autre part le
nombre d’entrées et de sorties est grand deliemton a intérét a gérdrde maniere cyclique
pour éviter un débordement : quand il N’y a plupliee a la fin du tableau pour ajouter un
élément, on recommence a remplia partir de ses premieres cases (dans cdicatevient
plus petit qualébu).

Pseudo-code
On suppose qu’on utilise un tableal aases indicées de INa

On utilise deux variabledébutet fin. On peut envisager un traitement cyclique deléa fi
mais ce n’est pas ce qui est fait ici. On fait ertesque la file soit vide si et seulement si
fin <début La variabledébutest initialisée a 1 et la variabfi@ est initialisée a 0. Quand la
file n’est pas vide, les données se trouvent dimidice débutcompris et I'indicdin compris.

Pour la fonctionenfiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on Bgpa fonction
enfiler alors qudin vautN. Dans un code plus élaboré, ce cas devrait &iité.tr

enfiler(clé)
Sifin <N, alors
e fin < fin+1;

o T[fin] ~ clg

Pour la fonctiondéfiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on Bgpa fonction
défiler alors que la file est vide. Dans un code plusd@afce cas devrait étre traite.

défiler
Sidébuts fin, alors
* clé — T[débui;
* début— début+ 1,

* renvoyerclé

sinon // a préciser

Implémentation d’'une file par une liste chainée

Si la file est représentée par une liste chainésticommode de maintenir a jour deux
pointeursdébutetfin, la liste étant chainée débutversfin. Pour défiler, on décakébuten
le faisant pointer sur le maillon qui suit celur $equel il pointe avant cette opération, apres
avoir traité I'élément du maillon supprimé. Pouffilen un nouvel élémenk, on crée un
nouveau maillonM dans lequel on place et dans lequel I'adresse du maillon suivant est
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I'adresse nulle. Puis on ajoué a la fin de la liste a I'aide du pointefin que I'on décale
pour le faire pointer suvl.

Pseudo-code

On utilise une variabldébutet une variabldéin. On fait en sorte que la file soit vide si et
seulement diin vautrien. Les variablesliébutetfin sont initialisées den. On constatera dans
le pseudo-code ci-dessous direvautrien si et seulement slébutvautrien. Une fonction
nommeéenouvelle_cellulgpermet de créer une cellule et retourne I'adrdsseelle-ci.

enfiler(clé)
* p < nouvelle_cellulg

e p.donnée- clg

p.suivant — rien;

Sifin #rien, alorsfin.suivant — p;

sinondébut — p;

e fin «

Pour la fonctiondéfiler, on choisit ci-dessous de ne rien faire si on Bgpa fonction
défiler alors que la file est vide. Dans un code plusd@tafce cas devrait étre traite.

défiler
Si début# rien, alors
* clé — débutdonnée
e début — débutsuivant
» si début=rien alorsfin — rien;
* renvoyerclé
sinon // a préciser

Dans cette derniére fonction, il peut convenirosgele langage de programmation, de
libérer 'espace-mémoire qui était alloué a lawdelcontenant la donnée qui a été défilée.

11.3. Arbres

11.3.1 Arbres généraux

La définition que nous donnons d’un arbre est 1ggef:

Un arbre est une structure composée d’élémentdégpmeuds il est constitué d'un nceud
particulier appeléacine et d'une suite ordonnée éventuellement \AdeA,, ..., A, d’arbres
disjoints appelésous-arbresde la racine. Un arbre contient donc au moins oguch: sa
racine.

2 Notons que les arbres dont il s’agit ici ne cqreeslent pas exactement aux arbres de la théorigrdphes,
méme si certaines propriétés leur sont communes.
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Exemple la figure suivante représente I'arbre d’'une dagance ; la racine de cet arbre
contient Yolande ; il est constitué de trois sotmes p = 3) : Ay, de racine Claire, contient
Claire et HortenseA,, de racine Jean, contient Jean, Elisabeth, Jachoeset Mandé As,
de racine Colette, est réduit a Colette. L'arbitei@slessiné de haut en bas (la racine est en
haut) et les sous-arbres de gauche a droite ;rdmtgprésentations sont possibles.

Plusieurs définitions sont a retenir ; nous illass les définitions avec I'exemple ci-dessus
en identifiant un nceud avec la chaine de caractgrésontient :

* les fils d'un nceud sont les racines de ses soussrlsur 'exemple, les fils de
Jean sont Elisabeth et Jacques ;

* le pere d'un nceud autre que la racine est 'unique nceud doest un fils ; sur
I'exemple, Jacques est le pére de Lou et de Matadéarine d’'un arbre n’a pas de
pere ;

e unnceud internest un nceud qui a au moins un fils ; sur I'exem@laire est un
nceud interne ;

* unefeuille d’'un arbre est un nceud sans fils ; sur I'exendkndé est une feuille ;

* les ancétresd’un nceuda sont les noeuds qui sont sur le chemin entre aeac
(incluse) eta (inclus); les ancétres dedifférents dea sont les ancétres propres de
a; sur 'exemple, les ancétres de Jacques sont dacdean et Yolande ;

* les descendantsl’'un noeuda sont les nceuds qui appartiennent au sous-arbre de
racinea; les descendants @dedifférents dea sont les descendants propresade
sur I'exemple, les descendants de Jean sont Jdmabdih, Jacques, Lou et
Mande.

* la profondeurd’'un nceud est la longueur du chemin allant dad¢ane a ce nceud ;
la profondeur de la racine est donc nulle et ldgmadeur d’'un noeud autre que la
racine vaut un de plus que la profondeur de soa pkx profondeur d’'un nceud
peut aussi étre appelé@e/eauou hauteurdu nceud ; sur 'exemple, la profondeur
d’Elisabeth vaut 2 ;

e la hauteurd’un arbre est la profondeur maximum de ses negeladhauteur de
I'arbre donné en exemple vaut 3.

Pour connaitre un arbre, on procede généralemenné@norisant la racine (ou plus
précisément son adresse) ; il suffit alors que whagoeud connaisse ses nceuds fils pour
pouvoir retrouver tout I'arbre.
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11.3.2 Parcours d’'un arbre général

Parcourir un arbre, c’est examiner une fois et sgde chacun de ses nceuds, I'ordre des
examens dépendant d'une certaine régle. On distingsl deux types suivants. Diverses
opérations peuvent étre effectuées quand on examimeeud (par exemple, lui attribuer un
NUMEro).

Le parcours en préordre

Parcourir un arbre goréordre c'est :
e examiner la racine ;
e parcourir en préordre le premier sous-arbre ;

e parcourir en préordre le dernier sous-arbre.
Ce parcours est aussi garcours en ordre préfe

On peut se convaincre que la complexité de ce pesa@st du méme ordre que le nombre
de nceuds de l'arbre.

Exemple le parcours en préordre de I'arbre donné en pleronsidere successivement
les nceuds Yolande, Claire, Hortense, Jean, Elisabatques, Lou, Mandé, Colette.

Le parcours en postordre

Parcourir un arbre gpostordre c’est :
e parcourir en postordre le premier sous-arbre ;
L[]
e parcourir en postordre le dernier sous-arbre ;
e examiner la racine.

Ce parcours est aussi dit parcourscedre postfixeou suffixe Le parcours en ordre
postfixe a clairement la méme complexité que leq@ans en préordre, c’est-a-dire de I'ordre
du nombre de noeuds de I'arbre.

Exemple le parcours en postordre de I'arbre donné emgiesconsidére successivement
les nceuds Hortense, Claire, Elisabeth, Lou, Madaggues, Jean, Colette, Yolande.

Remarque on peut voir les ordres obtenus par les parcenngréordre et en postordre sur
'ensemble des noeuds d’une autre facon en comsitl@e qu’on appelle « un parcours a
main gauche » de l'arbre. On part de la racineneduit le tracé de I'arbre comme l'indique la
figure ci-dessous. On s’apercoit que I'examen éonare est obtenu en examinant les nceuds
a la premiére rencontre alors que I'examen en padrgt@st obtenu en examinant les nceuds a
la derniere rencontre.
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11.3.3 Arbres binaires

Un arbre binaireest soit vide, soit constitué d’un noeud particldigpelé racine et de deux
sous-arbres binaires disjoints appelés sous-aduehg et sous-arbre droit. On notera donc
que, formellement, un arbre binaire n’est pas bneaau sens donné ci-dessus (un arbre n’est
pas vide et n'utilise pas la notion de droite etgdeiche). Cependant, la forte parenté qui
existe entre ces deux concepts fait que I'on estestt amené a étendre aux arbres binaires
certaines définitions valables en principe seuldnpenur les arbres généraux. Ce sera par
exemple le cas plus bas pour les parcours en pegéouwden postordre.

Exemple d’arbre binaire

La terminologie est la méme que celle des arbreérgéx ; néanmoins, si on considere les
fils d’'un nceud, on parlera, s’ils existent, du fijjauche et du fils droit. Sur I'exemple, on
remarque que certains nceuds peuvent avoir seulemmefits droit ou seulement un fils
gauche ; par exemple, le nceud.e. €ontenant la donnée e) admet uniquement un filstgg
le nceud i, et pas de fils droit ; si on considdfakemple comme un arbre général, on dirait
que e a un seul fils, le nceud i, et le lien eneieserait dessiné verticalement.

Pour coder un arbre binaire, on fait souvent cpoedre a chaque nceud une structure
contenant la donnée et deux adresses, une admssehacun des deux nceuds fils, avec la
convention qu’'une adresse nulle indique un arbnaite vide. Il suffit alors de mémoriser
I'adresse de la racine pour pouvoir reconstituet farbre.

Remarque on code souvent un arbre général en utilisanarbre binaire ; pour cela on
associe a chaque nceud de I'arbre initial un ncedidrtbee binaire ; le fils gauche d’un nceud
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dans l'arbre binaire correspond au premier filsndeud correspondant de I'arbre initial (on

met une adresse nulle s’il n’y a aucun fils) algue le fils droit de ce nceud correspond au
premier « frere cadet », c’est-a-dire au nceud albrié initial qui a méme pere que le nceud
considéré et qui se trouve immédiatement a saedfoit met une adresse nulle s’il 'y a

aucun frére cadet). Ainsi, I'arbre général donnéegample précédemment et retrace ci-
dessous a gauche peut étre codé avec I'arbre dirgirésenté a droite, en changeant bien
entendu l'interprétation des liens.

Parcours ; le parcours en ordre symétrique

Les deux parcours définis pour les arbres génésaumt aussi définis pour les arbres
binaires. Pour I'exemple ci-dessus, le parcourpréordre donne l'ordre : ¢, b, d, e, i, f, a, g,
h et le parcours en postordre donne l'ordre : €, o, a, h, g, f, .

On considére pour les arbres binaires un troisieérdee : I'ordre symétriqueParcourir un
arbre binaire en ordre symétrique, c’est :

> si I'arbre binaire est non vide, alors
e parcourir en ordre symétrique le sous-arbre gauche
* examiner la racine ;
e parcourir en ordre symétrique le sous-arbre droit.

Ce parcours est aussi dit parcoursogare infixeou milieu. La complexité du parcours en
ordre symétrique est, de méme que pour les autresyrs, de I'ordre du nombre de nceuds
de l'arbre.

Exemple le parcours en ordre symétrique de I'arbre bendonné en exemple conduit a
l'ordre : d, b,i,e,c,afqg,h.

Remarque on peut illustrer les trois parcours des arlimesires a I'aide du parcours a
main gauche ; il est plus agréable pour cela de fagurer sur le tracé de l'arbre les sous-
arbres vides comme il est fait ci-dessous ; le noir@ocorrespond a la premiere fois que I'on
rencontre les nceuds, I'ordre symétrique a la denxifois et le postordre a la troisieme fois.
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Exemple d’application on peut utiliser un arbre binaire pour représenne expression
arithmétique composée a partir des entiers et d@segopérateurs binaires : +x/. L'arbre
ci-dessous représente I'expression : (14 + (8 ¥Zp)— 3)

Par construction, dans cet arbre, tout nceud ineeurefils gauche et un fils droit.

Les trois parcours de cet arbre donnent :
e parcours en préordrex + 14 / 8 2 — 5 3; on reconnait la fornroéopaise de

I'expression ;

e parcours en ordre infixe: 14 + 8 / & 5 — 3; il faudrait ajouter les
parenthéses pour retrouver I'expression initiale ;

e parcours en postordre: 14 8 2 / + 5 3x:on reconnait la forme polonaise

inverse de I'expression.

Quelques arbres binaires particuliers

Un arbre binaire est diompletsi tout nceud interne a exactement deus fils

Un arbre binaire est dparfait si, en appelanh la hauteur de l'arbrees niveaux de
profondeur 0, 1, ...h — 1 sont completement remplis alors que le nivd&profondeuh est
rempli en partant de la gauche ; la structure didore binaire parfait est completement

% Certains auteurs adoptent une définition plusredgmante pour les arbres complets, en imposantiute a
toutes les feuilles d’un tel arbre d’avoir la mépmefondeur.
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déterminée par son nombre de nceuds ; nous doniapses les arbres binaires parfaits a 5
nceuds et a 12 nceuds. On rencontre aussi quelqlefpsilificatif depresque-complgbour
un tel arbre.

vevs

En revanche, I'arbre ci-contre
n'est pas parfait.

Un arbre binaire est déquilibré si, pour tout nceud de l'arbre, les sous-arbreslymet
droit ont des hauteurs qui difféerent au plus de’'drbre ci-dessous est équilibré.

Un arbre binaire parfait est equilibré.
On pourrait démontrer que la hautéut’un arbre binaire équilibré ayaminceuds vérifie :
logz(n + 1)< h< 1,44 log(n + 2),

d’ou on peut déduire facilement que la profondewyemne des noeuds d’'un arbre binaire
équilibré est du méme ordre quenin

En ce qui concerne un arbre binaire quelconquertieuds, on établirait facilement que la
profondeur ainsi que la hauteur moyenne des fsuiet toujours un ordre de grandeur
compris entre Im et n. La hauteur de I'ordre de est atteinte pour des arbres qui sont « tout
en hauteur » comme on peut en voir ci-apres ; keesaseront ditdégénérés
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Des arbres binaires complets peuvent aussi avarhauteur de I'ordre du nombre de
nceuds comme l'illustrent les deux arbres ci-dessquadifiés aussi ddégenéres

D






lIl. Recherche et tri

[1l.1. Introduction

On considere des données appartenant a un ens¢otdlement ordonné. Les trier
consiste alors a les ranger en ordre croissangorosant. Quant a rechercher une donnée,
c’est soit simplement déterminer si la donnée figou non, soit, dans le cas ou la donnée
figure, trouver I'endroit ou cette donnée est sémck

Les opérations de recherche et de tri consommepburcentage important du temps total
de calcul des ordinateurs. C’est pourquoi les gsimda complexité des algorithmes de tri et
de recherche ont une importance considérable i antsgs été trés étudiés et perfectionnés.

Dans tout ce chapitre, les données que nous coesié seront des entiers. Néanmoins,
remarquons qu'il est rare de trier simplement dg&es ; on rencontre plus fréquemment des
tris de structures selon un champ de cette strewcfum peut trier des structures comportant un
nom d’éléve et une note de cet éléve par listeadgtique des noms des éléves ou par notes
croissantes ; on peut trier des factures par datéssantes ; on peut trier des cartes a jouer
par couleurs et a lintérieur de chaque couleur pi@eaux et ainsi de suite. Il faudra
considérer que le type des données considéréem égbe quelconque sur lequel est définie
une relation d’ordre total notée avec les symbbédstuels <, >g, >.

Nous ne traitons pas tous les algorithmes de tlieetecherche dans ce chapitre, ni dans
I'ensemble du polycopié, mais seulement une pddiee qui peut étre dit sur le sujet. Nous
laissons pour les chapitres suivants les algorithime recherche et de tri utilisant une
structure d’arbre binaire de recherche ainsi gakydrithme de tri utilisant une structure de
tas.

l11.2 Recherche dichotomique dans un tableau trié

On suppose ici que I'on dispose d'un tableau taé qrdre croissant et qu'on souhaite
savoir si un élément fixé (i.e. une donnée) figauenon dans la liste.

On peut bien sir utiliser une recherche séqueatigll consiste a regarder successivement,
en partant de la gauche du tableau, tous les étémsslon I'exemple vu en début de ce
polycopié. Néanmoains, il sera plus astucieux dsdi unerecherche dichotomique

La recherche dichotomique consiste a comparemiiéié, ou un des deux éléments, qui se
trouve au centre de la liste avec I'éléement redieercsi cet élément central est égal a
I'élément recherché, c’est terminé ; s'il est sugéra I'élément recherché, on abandonne la
moitié droite de la liste (correspondant aux élé@sn@tus grands que I'élément central) et on
recommence avec la liste formée par la moitié gaicbrrespondant aux éléments plus petits
que l'élément central) de la liste initiale ; s#st inférieur a I'élément recherché, on
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abandonne la moitié gauche de la liste (correspuraax éléments plus petits que I'élément
central) et on recommence avec la liste formée Ipamoitié droite (correspondant aux
éléments plus grands que I'élément central) dista initiale. Et ainsi de suite jusqu’a ce que
la liste restante soit vide (recherche infructuguse bien avoir trouvé I'élément cherché
(recherche fructueuse).

Ecrivons le pseudo-code de cet algorithme qui rienv@i ou faux selon que I'élément
recherché est trouvé ou non. Si on recherche €ende I'élément dans le cas ou il figure, il
faut adapter I'algorithme.

Recherche dichotomique dans un tableau trié

Les données sont rangées dans un tafdleire les indices 1 at

On utilise trois variables entiéres noté@gaiche droite et milieu. On utilise
aussi une variable booléeenne ndtéevé L’élément recherché s’appelbe.
La relation d’ordre entre les éléments s’exprimecale signe ‘<’. La divisiorn
utilisée est la division entiére.

» gauche—~ 1;
> droite « n;
> trouvé — faux;
» tant que (fon trouvé et (@auche< droite))

o milieu — (gauchet+ droite)/2 ;

0 si(clé <T[milieu] ), alorsdroite — milieu—1;

sinon si ¢lé > T[milied] ), alorsgauche~ milieu+ 1;
sinontrouvé — vrai ;

» renvoyertrouve

Nous allons établir la complexité de cet algorithfReur chaque passage dans la boucle
tant que, on fait un nombre d’opérations €lémeasamajoré par une constante ; par ailleurs,
a chaque passage dans la boucle, la longueurldéel@st divisée par 2 (méme un peu plus),
ce qui fait que si on nofele nombre total de passages dans la boucle, audb@passages,
la longueur de la liste est majorée pdr2’, et au moins égale ah/ 2> 1, etdonc:2<n;
d’ou p < logx(n). La complexité est au pire de I'ordre deJ@y ou, ce qui revient au méme,
de Inf).

I11.3. Complexité d’'un algorithme de tri

Comme pour tout algorithme, la complexité d’'un aldpone de recherche ou de tri peut
s'évaluer soit dans le « pire des cas », c'est@-ghour un ordre initial des données
spécialement défavorable pour cet algorithme, daits le « meilleur des cas », soit «en
moyenne ». Par « en moyenne », on entend ici leemgy arithmétique des complexités sur
toutes les permutations possibles des donnéed;aqusuppose, pour ce calcul, deux a deux
distinctes.

Si un algorithme de tri doit souvent étre exécugsngu’il n’est pas impératif d’avoir un
temps d’exécution maximum trés petit, on pourrliseti un algorithme de bonne complexité
en moyenne mais dont la complexité au pire peat @@diocre. C’est le cas d’'un certain
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nombre de transactions que I'on peut exécuterrapgdifféré ; le fait que, dans le « pire des
cas », de tels algorithmes ne soient pas tresmpeaftis n'est pas pénalisant, le pire étant peu
probable en principe. En revanche, lorsqu’on tivan temps réel, on s’intéresse souvent a
améliorer la complexité dans le pire des cas. Eat,ahéme si elles sont rares, des attentes
tres longues peuvent étre inacceptables.

La plupart des algorithmes de tri sont fondés ®& ecbmparaisons successives entre les
données pour déterminer la permutation correspdradéiardre croissant des données. Nous
appellerongri comparatifun tel tri. La complexité de I'algorithme a aldesméme ordre de
grandeur que le nombre de comparaisons entre laseds faites par I'algorithme. Nous ne
verrons dans ce polycopié que des tris comparatifs.

Signalons néanmoins teé baquetou letri par paquets qui sont deux algorithmes de tri
non comparatifs. Une forme dégénérée du tri bagui¢tle principe ci-dessous. Supposons
qu’il s’agisse de trier des entiers compris entet ; on utilise un tableau supplémentaire
(autre que celui qui contient éventuellement lesndes) indicé de O ; la case d'indice
de T contiendra apres l'algorithme le nombre de foige tjantier p figure dans la liste des
entiers. On initialise & 0 toutes les cases dwe&bl ; on considéere successivement tous les
entiers de la liste a trier ; si I'entier consid@autp, on incrémentd[p] de 1 ; aprés avoir
traité toutes les données, il suffit de reliredbléauT en partant de I'indice O pour connaitre
la liste triée (si par exemplg0] vaut 1,T[1] et T[2] valent O,T[3] vaut 2 etT[4] vaut 1, la
liste triee commence par 0, 3, 3, 4). Dans cetrine compare jamais les données entre elles.
En notantn le nombre de données triées, ce tri a pour contplaxt N ou, ce qui revient au
méme, maxg, N).

De facon a évaluer la complexité théorique destriimparatifs, nous allons nous intéresser
au nombre de comparaisons faites par un tel atgoetde tri. Nous allons employer une
approche intuitive.

Considérons un algorithme de tri delonnées ; la réponse cherchée par le tri est tese
n! permutations possibles des données. Prenonsamea ; on considére un algorithme pour
trier trois données, b et ¢ décrit par I'arbre ci-dessous ; cet algorithmerespond au
fonctionnement du tri insertion que nous verrons poin :

[a<c<b| [c<a<b]

Cet arbre signifie : la premiére comparaison fage«a < b ? ». Si la réponse est oui, la
comparaison suivante estb« ¢ ? », si la réponse est non c’'esh « ¢ ? ». Lorsgu’une
permutation est déterminée, on est dans une faiellearbre. On voit qu'on peut avoir plus
ou moins de chance ; pour deux des permutationfgibdeux comparaisons, pour les quatre
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autres, on fait trois comparaisons. Le plus grambre de comparaisons est 3, le meilleur est
2 et le nombre moyen de comparaisons esk:d2 4x 3) / 6~ 2,67.

Pour tout algorithme de tri comparatif, la premiémnparaison faite consiste a prendre
deux des donnéesetb de la liste et a poser la question : « a-ehb ? », ce qui divise les
n! permutations envisageables en deux parties épdles comparaisons suivantes ne
garderont pas une telle symétrie : on aura dedacquand il y aura moins de la moitié des
permutations restant possibles qui corresponddat réponse obtenue et de la malchance
sinon. Si on s’intéresse a la complexité dansre @es cas d’'un algorithme, il faut supposer
gue la permutation considérée correspond toujours @s ou on n’'a jamais de chance, c’est-
a-dire ou chaque comparaison élimine au plus latiénades permutations encore
envisageables. Dans ce cas, ajr&®mparaisons, il restera au moinls/ 2 permutations
envisageables ; il faut avoil / 2 < 2 pour avoir une permutation unique ; donc oraau
effectué au moins de l'ordre de o) comparaisons. Comme Igg!) est équivalent a
nlogy(n), on a:

Résultat: tout algorithme comparatif fait dans le pire des au moins de l'ordre de
nin(n) comparaisons.

En ce qui concerne le nombre moyen de comparaisans admettons que la hauteur
moyenne des feuilles d’'un arbre binaire ayprfeuilles est au moins égale a o). Le
nombre moyen de comparaisons d’'un algorithme destria hauteur moyenne des feuilles de
I'arbre tracé de la méme facon que sur notre exempPbmme logn!) est équivalent a
nlogy(n), on a:

Résultat: tout algorithme comparatif fait en moyenne au meode I'ordre denin(n)
comparaisons.

Nous allons voir plus loin Iéri sélectionet letri insertion de complexité en @), qui
seront simples a écrire mais peu efficaces, ; fat, éfous verrons aussi te rapide et letri
par arbre binaire de recherchgui sont en moyenne en 1@ n), mais dans le pire des cas en
O(n®) : nous verrons enfite tri tasqui est dans le pire des cas emi@g).

[11.4. Tri sélection

Le tri sélection consiste a chercher la plus petdanée de la liste, a mettre celle-ci en
premiere position, puis a chercher la plus petiiange parmi les données autres que la
premiere, la mettre en deuxieme position, et alasuite.

Dans le pseudo-code donné ci-dessous, on suppasedispose d’'une fonctiodchanger
telle que, siT est un tableau étetj deux indices de ce tableaichangefT, i, j) échange les
données du tableduqui se trouvent aux indiceé®t;.
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Tri sélection
Les données sont rangées dans un tafdlemdre les indices 1 at

On utilise trois variables entiéres notéeset indicePetit et une variablenin
du méme type que les données de la liste. Pouruehiégration de la boucl
portant suii, on cherche le plus petit élément de la listesguirouve entre le
indicesi etn.

uw O

» pouriquivariedela-1;
o] indicePetit— i;
o] min « TJ[i] ;
o] pourj qui varie da + 1 an, faire
* SiT[j] <min
= indicePetit— j;
= min < T[j];
o] échangefT, i, indicePeti}.

La complexité de ce tri est aussi bien dans le g% cas que dans le meilleur des cas (et
donc qu’en moyenne) en B]. Ce n’est donc pas un tri trés efficace, maisesanche c’est
un tri trés simple.

[11.5. Tri insertion

Le principe du tri par insertion est le suivant. &mhaite trier une liste dedonnées ; on
procéde par étape ; aif@tape ((variant de 1 & —1), on suppose que lepremiéres données
sont déja triées ; on considére alorsila (L)° donnée que I'on appelleé; on la compare
successivement aux données précédentes, en conmhpacdai® puis en remontant dans la
liste jusqu’a trouver la bonne place clé (c’est-a-dire entre deux données successives I'un
étant plus petite et I'autre plus grande gi@®, ou bien en tout premier sié est plus petite
que lesi premiéres données ; au fur et a mesure, on déddilne case vers la droite » les
données plus grandes qclé de facon a anticiper la place de ces données amedion de
clé; on metclé a la bonne place ; a I'issue de cette étape, €& premiéres données sont
donc triées.

Tri insertion
Les données sont rangées dans un tafdleanire les indices 1 at

On utilise deux variables entiéres notégset une variablelé du méme type
gue les données de la liste.

» pouriquivariede 2 a
o] j <15
o] cle - T[j];
o] tant que = 2 etT[j — 1] >clé, faire
* Tl Ti-11;
PN
0 T[j] < clé.
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Ce tri est en @f) dans le pire des cas (cas ou la liste est t@@s tlordre inverse) et en
O(n) dans le meilleur des cas (cas ou la liste setéjh triée avant application de
I'algorithme) ; si on considere que toutes les peations des données sont équiprobables, on
vérifie facilement que le tri est en moyenne em?D(C’est donc encore un tri peu efficace
mais qui a aussi le mérite de la simplicité.

Le tri insertion a une complexité en moyenne du mé&mlre que celle du tri sélection ;
néanmoins, si les données a trier sont souvengyeesiees (dans le sens souhaité), il vaudra
mieux choisir le tri insertion.

111.6. Tri rapide

Le principe du tri rapide est le suivant. On uéilisne fonction nommeépartition qui
s’appligue a une liste ; cette fonction extrait do@anée, nommédé, de la liste, par exemple
la premiére (c’est ce que nous choisirons plus pais) elle réorganise la liste de sorte qu’on
trouve d’abord les données ne dépassant pas larvddelé (on appellera sous-liste gauche
cette partie de la liste), puis la donr@é puis les données supérieureslé@(on appellera
sous-liste droite cette partie de la liste). Lerapide peut étre défini récursivement. Pour
appliquer le tri rapide a une liste ayant au moi@sx données, on commence par appliquer la
fonction partition, puis on appligue le tri rapide a la sous-listaale, puis on applique le tri
rapide a la sous-liste droite.

La fonctionpartition peut étre implémentée de différentes fagconsmiiarte simplement
que sa complexité pour une liste de longuewoit en O), pour que le tri rapide ait une
bonne complexité (voir plus bas). Nous supposomslgs données sont dans un tabl€aat
que ce tableau contient une case supplémentaimedéolte des données, qui contient une
donnée strictement supérieure a toutes les dordeéés liste ; cette condition est nécessaire
pour que, dans le pseudo-code donné ci-dessougariable i ne risque pas de croitre
« indéfiniment » ; il ne faudra pas I'oublier au mment d’'une programmation (ou bien il
faudra modifier Iégerement le pseudo-code ci-despour éviter le débordement sur la droite
du tableau). Dans le pseudo-code suivaattition renvoie l'indice du tableau oclé est
rangée. La procedugzhangerest définie comme plus haut.
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Fonction partition(g, d)

On s'intéresse aux données qui sont dans le taflemire les indiceg etd
inclus.

On utilise deux variables entiéres notégset une variablelé du méme type
gue les données de la liste.

> clé — T[q];
»>i—g+1l;
» tant que <, faire
0 tant queTli] < clg, fairei « i +1;
0 tant quer[j] > clé, fairej — j—1;
o] sii <j, alors
» échangefT, i, j);
e i+ 1;
R Rt it
» échangefT, g,]) ;
» renvoyerj.

Prenons un exemple. Les données sont les valeufi@ggrent dans la seconde ligne du
tableauT suivant, la premiere précisant les indices desscder :

112 |3]4|5|6]7][8]9]10]11|12
914 |18|11|15| 5 |17 1]1C] 7 12| 6

On suppose qu’on applique la fonction partitioncaye 1 etd = 12. La variablelé vaut
T[1] = 9. Au premier passage dans la boucle extars&@arréte & 3j s'arréte a 12. On
procede a I'échange et on obtient :

112|3]4|5|6|7[8]9]|10]11|12
914 |6 [11]15]5]17]1 |1C| 7 |12 |18
Apres quoil passe 4 gta 11.

Au deuxieme passage dans la bouclgjarréte a 4 ef s’arréte a 10. On procéede a
I’échange et on obtient :

112|134 |5|6|7[8]9]|10]11|12
91467 ]15]5]17]1|10|11/12]|18
aveci =5 etj = 9.

Au troisieme passage dans la boucEarréte a 5 gts’arréte a 8. On procéde a I'échange
et on obtient :

112|3]4|5|6|7[8]9]|10]11|12
91467 ]21]5]17]15/10|11/12]|18
aveci =6 etj = 7.
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Au quatrieme passage dans la bouckarréte a 7 ets’arréte a 6. Le testi«< | ? » est
négatif car on a=j. On sort de la boucle externe «tant gqugj » car on a@>j ; on
échangd(l] avecT][j], i.e. T[6] ; on obtient :

1123456 7]8]9]10[11]12
5|46 | 7]11]9]17]15]1C |11 /12|18

On retourne l'indice 6. On remarque que la donreéealeur 9 est a sa place définitive,
gu’'avant elle se trouvent des données inférieu@estaapres, des données supérieures a 9.

On peut maintenant écrire le pseudo-code du tideapour un tableau compris entre les
indicesg et d. On appellerari_rapide(1, n) pour trier des données se trouvant entre les
indices 1 et d’'un tableau.

Procédure tri_rapide(g, d)
On utilise une variable entiére nofée

» sig<d, alors
o] | « partition(g, d) ;
o] tri_rapide(g, j — 1) ;
o] tri_rapide(j + 1,d).

Sur notre exemple, il reste a appliquer le tri dapéntre les indices 1 et 5 puis entre les
indices 7 et 12.

L’application detri_rapide(1, 5) appellgartition(1, 5) qui conduit au tableau :

112 |3]4|5|6]7][8]9]10]11|12
1/4[5]7]16]9]17]15]1C|11[12]18

et renvoie la valeur 3. On applique altrsrapide(1, 2), qui appellgartition(1, 2) qui ne
change pas le tableau et retourne la valeur 1, tpuispide (1, 0) qui ne fait rien, puis
tri_rapide (4, 5) qui appellgartition(4, 5) qui conduit au tableau :

11 2|3]4|5|6]7]8]9]10]11|12
1/4[5]6]7]9]17]15]1C|11[12]18

et retourne I'indice 4. Puidri_rapide(4, 3) ne fait rien ainsi quei_rapide (5, 5). Le tri
rapide entre les indices 1 et 5 est terminé.

L’application detri_rapide(7, 12) fait appel artition(7, 12) qui conduit au tableau :

112|3]4|5|6|7[8]9]10]11|12
114|567 |9]12/15|1C|11|17]|18
et retourne l'indice 11. Alordri_rapide(7, 10) appellgartition(7, 10) qui conduit & :

11 2|3]4|5|6]7]8]9]10]11|12
1/4[5]6]7]9]1C]11]12|15[17]18

et retourne l'indice 9. Puidri_rapide(7, 8) fait appel gartition(7, 8) qui ne change pas le
tableau et retourne l'indice 7, puis_rapide(7, 6) ainsi queri_rapide(8, 8) ne font rien. On
« remonte » avetti_rapide(12, 12) qui ne fait rien. L'algorithme est terminé
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On remarque que la complexité de la foncianmtition est bien linéaire en la longueur de
la liste considéreée.

Le « gros » du travail consiste en I'applicatios fenctiongpartition.

Le pire des cas pour cet algorithme est celui oddavient toujours a une extrémité du
sous-tableau allant de I'indigga I'indiced pour chaque appel a la fonctipartition. Ce sera
par exemple le cas si on trie un tableau déjaltrgera alors fait appel a la fonctipartition
pour des listes de longuenirpuisn — 1, puisn — 2, ..., puis 2 ; la somme des complexités de
ces fonctions donne un algorithme em(

Le meilleur des cas est celui ou la liste est tmggartagée en deux sous-listes de méme
longueur. On aura en tout :

* un appel a la fonctiopartition sur une liste de longueny
» deux appels a la fonctigrartition sur des listes de longueurs envirga,
* quatre appels a la fonctigrartition sur des listes de longueurs enviré#,

D’ou une complexité de I'ordre depour la liste de longueur, une complexité totale de
I'ordre den pour les deux sous-listes de longusel®, une complexité totale de I'ordre de
pour les quatre sous-listes de longu@ds ... Comme la longueur est divisée par deux quand
on passe de an/2, puis daVv2 an/4, on a en tout une complexité de I'ordrendeln n.

On peut montrer sans trop de difficulté, par umenfide de récurrence, que la complexité
en moyenne est aussi de I'ordrerden n ; nous ne prouvons pas ici ce résultat.

Remarquons que pour éviter d’avoir une complexitéielorsqu’on trie une liste déja
triée, on prend souvent, au tout début de la fongiartition, une donnée au hasard dans la
liste traitée et on I'échange avec la donnée quir@eve en premiére position, puis on
continue de la facon indiquée précédemment.

[11.7. Arbre binaire de recherche

Un arbre binaire de recherchest un arbre dont les noeuds appartiennent a @meéres
totalement ordonné et tel que, poowt nceud intern@, les données contenues dans le sous-
arbre gauche dasont inférieures ou égales a la donnée contemeeldanceud, qui est elle-
méme inférieure ou égale aux données contenuedalaoss-arbre droit de
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Exemple

Par définition d'un arbre binaire de rechercheparcours en ordre symétrique de I'arbre
donne la liste triée des données que contientrBarb

Ci-dessous, on supposera que la racine de l'aibee gue les fils gauche et droit d’'un
nceud sont des adresses de nceuds. Si on a I'addesban nceudadr.donnéesera la donnée
contenue par le nceud (cela serait ramte- données’il s’agissait d’'un codage en langage C),
adr.fils_gauchesera I'adresse du fils gaucheaét .fils_droitsera I'adresse du fils droit.

Pour insérer une donnée nomnaéedans un arbre binaire de recherche, on compére
la donnée contenue dans la racine cléi est plus petite, on l'insére dans le sous-arbre
gauche ; si elle est plus grande, on l'insere dansous-arbre droit. Ceci est décrit plus
précisément par la fonction récursimsérerdont on donne ci-dessous le pseudo-code. Cette
fonction retourne l'adresse de la racine de l'adistenu aprées insertion dans un arbre binaire
de recherche dont la racine a pour adressi@e d’'un nouveau nceud contenant la dontiée

Fonction insérefracing clé)

» Siracinevautadresse_nullgfaire

0 créer un nouveau nceud nommé d’adresse nommeéeay

0 nouveau.donnée clé;

o nouveau.fils_gauche adresse nulle

o nouveau.fils_droit- adresse nulle

0 retournemouveay

sinon

0 siclé<racine.donnégfaire

. racine.fils_gauche- insére(racine.fils_gauchgclé) ;
sinon faire
. racine.fils_droit — insére(racine.fils_droit clé). ;
o] retourneracine

On pourrait écrire d’'une maniére analogue un algore derecherchequi retourne vrai ou
faux selon qu’une clé recue en parametre appaudienbn a I'arbre binaire de recherche.

La complexité d'une insertion ou d’'une recherchesdan arbre binaire de recherche est :
» dans le pire des cas égale a la profondeur derdadomaire dans lequel se fait
l'insertion ;
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* en moyenne égale a la profondeur moyenne desdgui# I'arbre binaire.

Considérons un arbre binaire de recherche obteningertions successives delonnées
formant une permutation quelconque, toutes les p&tions étant équiprobables. On pourrait
montrer qu’en moyenne la hauteur ainsi que la middar moyenne des feuilles de cet arbre

sont de l'ordre dén(n) ; le pire néanmoins correspond a un arbre d&@éou on obtient une
hauteur de I'arbre et une profondeur moyenne deliefe de I'ordre den.

La recherche d’'une donnée dans un arbre binainea®erche contenamt données est
donc au pire en @f et en moyenne (sur les arbres binaires possblgsr les données de ces
arbres) en O(Im).

Si on veut trien des données en utilisant un arbre binaire de relsbgil faut :
 construire l'arbre binaire de recherche en pardantarbre vide et en insérant les
données les unes aprés les autres ; la complexitéllensemble des insertions est
de l'ordre de la somme des profondeurs des nceutlardee obtenu ; celle-ci a un
ordre de grandeur compris entnénn et n?, et est en moyenne sur les jeux de
données possibles de I'ordrerdan ;
» on lit en ordre symétrique I'arbre binaire obteapération dont la complexité est
du méme ordre que le nombre de nceuds de I'arbdgret inférieure a celle de la
construction de l'arbre.

Le tri par arbre binaire de recherche est dondir@uem O%) et en moyenne en Gifin).

La somme des profondeurs des noeuds d’'un arbrerdoidai recherche équilibré est de
'ordre denInn ; on peut écrire un algorithme d’insertion quirtpat d’'un arbre binaire de
recherche équilibré, fait I'insertion comme indiqoedessus suivi d’'une transformation a
temps constant qui transforme I'arbre binaire deheeche obtenu en un arbre binaire de
recherche équilibré. Nous ne verrons pas ici dettenique. Néanmoins, cette amélioration
permet d’obtenir un tri en @(nn) dans le pire des cas et de construire un arlp@rbi dans
lequel la recherche se fait certainement en teogarithmique.

Exercice: comment peut-on supprimer une donnée dans wa hiaire de recherche ? On
s’aidera d’exemples pour concevoir le principe dalgorithme.

[11.8. Structure de tas et tri tas

111.8.1. Définition

On appelletas un arbre binaire parfait, c'est-a-dire ou tous mégaux sont remplis sauf
éeventuellement le dernier, celui-ci étant rempli ldegauche vers la droite, et dans les
sommets duquel figurent des éléments d’'un ensetotalement ordonné, I'élément stocké en
un nceud quelconque étant plus grand que les élsrsimkés dans ses deux nceuds fils s’il a
deux fils, dans son fils s’il a un seul fils. llyna pas d’autre relation d’ordre : un « neveu »
peut étre plus grand que son « oncle ».
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Exemple ci-dessous est représenté un tas.

111.8.2. Intérét de la structure d’arbre parfait

Il existe une numérotation canonique des nceuds tdsinSi on numérote les nceuds ligne
par ligne et de gauche a droite, en donnant le nurhé la racine, on vérifie par récurrence
gue les numéros des fils du nceud de num&is existent, sont les nceuds de numéiast 2
2i + 1, de sorte que le numéro du pére d’'un nceudideeroi (i = 2) est le nceud de numéro
égal a la partie entiére du résultat de la divisienpar 2. Si donc on dispose d'un tableau de
m cases, indicées de 1ng pour stocker un tas ayant au plasnceuds, on peut y stocker
I'élément contenu dans le nceud de nunmiédans la case d'indice Les fils du nceud de
numeroi, s’ils existent, sont stockés dans les casesidas@i et 4 + 1 et son pére, s'il existe
(c’est-a-dire si le nceud considéré n’est pas lmejcse trouve dans la case d'indice |.
C’est ce codage avec un tableau qui sera en gémtealu dans le traitement informatique
d’un tas. Nous appellerons nceud d’indide nceud qui est numéroté paret donc qui est
rangé dans & case du tableau.

On donne ci-dessous la représentation du tas améspiécédemment en exemple par un
tableau, les nceuds du tas étant numérotés comiteeindiqué plus haut.

5625|1721 1| 8|12 5

Nous allons tout d’abord voir comment structuree diste donnée de valeurs en tas. A
partir d’un tas vide, on insere les éléments les apres les autres en veillant a conserver la
structure de tas. Pour respecter la structure gidsimaire parfait on insére le nouvel élément
a la premiere place disponible dans la derniergéarsi celle-ci n’est pas encore pleine ; si la
derniére rangée est pleine, on en crée une nougellEn insére le nouvel élément a la
premiere place de la nouvelle rangée. Dans les dasixon a inséré le nouvel élément dans la
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premiere case non utilisée du tableau. Ensuites fait remonter cet élément » dans I'arbre,
en I'échangeant avec son pere, tant qu’il est gtaad que son pére.

111.8.3. Exemple d’insertion d’un nouvel élément dais un tas
Imaginons que, partant du tas représenté ci-dessuseuille maintenant introduire la

valeur 28. On place la valeur 28 a droite de lanigdee feuille introduite, c’est-a-dire dans la
case d’indice 9 du tableau.

5625|1721 1| 8|12 5|28

On compare 28, la nouvelle donnée insérée, avdorniaée contenue dans le noeud pere,
autrement dit on compare la donnée de la caseicdrddu tableau avec la donnée de la case
d’indice| 9/2] = 4. Puisque 28 est plus grand que 21, on échan@k et le 28. En observant
cet échange, on remarque qu’en toute général#téuke relation définissant un tas qui peut ne
pas étre vérifiée est mainenant celle qui existeedla donnée (28) contenue par le nceud
d’indice 4 et la donnée (25) contenue par le noéue ge celui-ci, d’'indicp4/2] = 2.

56125|17]28| 18|12/ 5|21

On compare la donnée 28 du nceud d’'indice 4 avdornaée 25 contenue dans son nceud
pere, d’'indice 2. Puisque 28 est plus grand queo25¢change le 25 et le 28. Comme
précédemment, on remarque que la seule relationiskgnt un tas qui peut ne pas étre
vérifiée est mainenant celle qui existe entre lange (28) contenue par le nceud d’indice 2 et
la donnée (56) contenue par le noeud d'ingé2| = 1.



56

28

17

25

12

21

On compare la donnée 28 de la case d’indice 2 lavdonnée contenue dans le noeud pere

d’indice 1. Puisque 28 est plus petit que 56, €ntion est terminée.

On a bien ainsi restaurée la structure de tas.

111.8.4. Pseudo-code de lI'insertion d’'une donnée d& un tas

On suppose qu'on dispose d’'un taspde 1 nceuds et qu’on ajoute un nceud d’'inghicel

s’agit de décrire en pseudo-code ce qui a été dgpélci-dessus, pour obtenir un taspde

nceuds ; nous nommomsontéecette procédure. On utilise une variable nomroéequi

mémorise la donnée a insérer de fagon a éviteédeanges inutiles. Le tableau représentant
le tas est notél. On peut remarquer que cette procédure est tre@sh@rde l'insertion

séquentielle d’une nouvelle donnée dans un taltteauon se déplace de pére en pére au lieu
de se déplacer d’une case vers celle qui lui gatedte a gauche.

>

>
>

Procédure montédp)

I < p;
clé — T[p];

tant que = 2 et queclé > T[i/2]], faire

o T < T[Lir2]] ;
o i< lir2;
T[i] < clé;

On utilise un indice entiaret une variablelé du méme type que les donng
du tas.

S

On peut utiliser cette méme procédure si, danasimyann données, la donnée contenue
par le noeud d’indicp (p < n) a été augmentée. On verra plus loin commengetrkdtcas de la
diminution d’'une donnée du tas.
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111.8.5. Complexité d’une insertion dans un tas

Lorsqu’on insére un@® donnée dans un tas, celle-ci est insérée initaéren dernier
dans le tableau, c’est-a-dire dans le niveau dopdeurh =|log, p|; on fait alors au plul

comparaisons et échanges d’éléments.

111.8.6. Principe du tri tas

Dans un tas, le plus grand élément est a la rabioes allons voir comment tirer parti de
cette indication pour trier des données de fagaméificace.

On échange la donnée contenue par la racine avdoniaée contenue dans la derniere
feuille du tas, c’est-a-dire avec la donnée corgedans la derniere case du tableau
représentant le tas. La donnée contenue dansiferacgant I'échange étant la plus grande,
apres I'échange la donnée contenue dans la deaseedu tableau est la plus grande et est
donc a sa place dans un tri par ordre croissant ne va plus y toucher. On va alors
reconstruire un tas avec les données d’indices geraptre 1 eh — 1 (en notanh le nombre
initial de données) ; la seule condition définisgsamtas qui peut étre violée est la supériorité
de la donnée de la racine par rapport a ses filgr Bela, dans une démarche symétrique de
celle de la construction du tas, on « fait desaemda donnée mise a la racine : tant qu'on n'a
pas atteint une feuille du tas et que la donnéeadgstcend est plus petite que la plus grande
des données de ses deux fils, on I'échange avée plets grande donnée. Nous illustrons
cette suppression de la racine dans le paragrajpfessous.

111.8.7. Exemple de suppression de la racine

On échange la donnée de la racine avec la demhoémeee du tas.

21128117125 1| 8] 12 5|56

On cherche a reconstituer un tas sur les 8 presiga®es du tableau. Pour cela, on cherche
la plus grande des deux données contenues dafits lds la racine, c’est-a-dire les nceuds
d'indice 2x1=2et 21+ 1 = 3; la plus grande de ces données vaubB8change donc
le contenu de la case 1 avec le contenu de la2case



282111725/ 1| 8] 12 5|56

On cherche la plus grande des données entresiege®contenues par les nceuds d’indice
2x2=4et2x2+1=5; laplus grande de ces données vaet 25t plus grande que 21 ;
on échange donc le contenu de la case 2 avec terntode la case 4.

28125|17]21| 1| 8|12 5|56

Comme on ne considére qu’un tas sur les 8 premarsss, le nceud d’indice 4 a un seul
fils dans le tas, qui contient la donnée 5. Comme& plus grand que 5, la descente de la
donnée insérée a la racine est terminée.

111.8.8. Pseudo-code de la descente d’'une donnée

Nous allons écrire une procédure un peu plus gknéue ce qui a été utilisé plus haut. On
suppose qu’on dispose d’'un tas mlelonnées et que la donnée qui se trouve dans ld nceu
d’indice g est diminuée. On souhaite alors réarranger lea@kmnpour récupérer la structure
de tas sur lep données ; il faut pour cela faire « descendredolanée diminuée jusqu’a ce
gu’elle soit a la bonne place. Le principe de lacpdure correspond a ce qui a été fait plus
haut. On utilise une variable nomméé qui mémorise la donnée qui descend, de facon a
eviter des échanges inutiles. Le tableau représeletdaas est not€. Cette procédure est trés
proche de l'insertion séquentielle d’'une nouvelbmmEe dans un tableau trié. On se déplace
de fils en « plus grand fils » au lieu de se déplakune case vers celle qui lui est adjacente a
gauche.
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Procéduredescenté, p)
On utilise deux indices entierstindice_grandet deux variables;lé et grand,
du méme type que les données du tas, et une v@ahabléennérouve
»  trouvé — faux ;
> i<q;
» cle - Tq;
»  tant que (nonrouvéet 2 < p) faire
* si 2 =p, alorsindice_grand— p;
sinon
o siT[2i] = T[2i + 1], alorsindice_grand— 2i ;
sinonindice_grand—2i + 1 ;
» siclé<T[indice_grand, alors
o TJ[i] « T[indice_grand;
0 | < indice_grand
sinontrouvé — vrai; (*instruction qui sert a sortir de la boucle *)
» T[] < clé.

111.8.9. Complexité de la descente de la donnée theracine

Si on veut utiliser la descente d’une donnée arpdetla racine, la complexité est au pire
de l'ordre de la hauteur de l'arbre binaire, puesqoour chaque niveau de I'arbre, on fait un
nombre d’opérations majoré par une constante (as pkeux comparaisons et quelques
affectations) ; la descente de la donnée de lae@aest donc en O(In) pour un tas de
données.

111.8.10. Pseudo-code du tri tas

On suppose qu’on dispose d’'un tabldagontenann données dans le désordre, dans les
cases d'indices compris entre lretet qu'on veut trier ces données. On peut utiliser
procédurdri_tas décrite ci-dessous en pseudo-code.

Procéduretri_tas
On utilise un indice entigp.

» Pourp qui varie de 2 a, fairemonté€p) ;
» Pourp qui varie den a 2, faire

» échangefT, 1,p) ;

» descentél,p—1).
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111.8.11. Complexité du tri tas

La complexité se calcule directement a partir die @es procéduresiontéeet descente

n
elle est e Zln p} , c’est-a-dire en @(nn). On constate donc que ce tri a la complexité
p=1

optimum d’un tri comparatif.

111.8.12. Exercice

Si vous connaissez ou lorsque vous connaitrezofdigne de Dijkstra, vous pourrez
utiliser la structure de tas pour modifier 'algbme afin d’avoir une complexité eninn, en
notantn le nombre de sommets du grapheneton nombre d’arcs.



I\VV. Le hachage

I\VV.1. Principe général

Le hachage peut étre utilisé par un analyseur signta pour reconnaitre les mots réserves
du langage de programmation dans le fichier soditwe programme. Si on ne veut pas faire
appel a des structures dynamiques, on doit dispdisertableau de taillen, m étant plus
grand que le nombre de mots réservés, tableau aue appelleronsable de hachageOn
définit par ailleurs sur I'ensemble des chainesca®cteres une fonctioha valeurs dans
I'ensemble des entiers {0, .m— 1} ditefonctionde hachag®u de codageOn indique plus
bas des exemples de telles fonctions. On code dés maservés a l'aide de la fonctibrsi un
mot a pour code, on le range en positiok dans la table. Hélas, méme si la table est
nettement plus grande que le nombre de mots réseové peut avoir a faire face a des
collisions On dit qu'’il y acollision si la case du tableau correspondant au code dgju'arn
veut ranger est déja occupée. Selon la fagon dontaite les collisions, on obtient une
méthode de hachage différente ; néanmoins, toetesmiéthodes font en sorte qu'on ne
déplace pas un mot une fois qu’il occupe une mositionnée dans le tableau. Pour simplifier,
supposons momentanément qu’on n’ait pas rencomtréodision et qu'on ait donc rangé
dans la table tous les mots réservés aux posidtieadues. Par la suite, lorsque I'analyseur
rencontre un mot du programme, il le code ; sidseccorrespondante est vide ou contient un
mot différent du mot considéré, on sait, en au plus comparaison, qu’il ne s’agit pas d’'un
mot réserveé ; dans le cas contraire, la répongeosgive.

Nous allons maintenant spécifier trois facons deergées collisions et, par suite, la
recherche.

Mais illustrons tout d’abord, a l'aide d'un exemple fait que les collisions sont
« presque » inévitables.

I\VV.2. Exemple pour illustrer le risque de collisiors

Dans une classe de 23 éléves, il y a un peu plusedthance sur deux pour que deux
éleves aient la méme date anniversaire ! Ou enddrdans le langage de ce chapitre, si on
dispose de 365 cases pour coder 23 mots, avec anaioh de codage qui distribue
uniformément les mots (la probabilité qu’un motkagiour code est égale a 1/365 pour tout
compris entre 0 et 364), il y a un peu plus d’uhance sur deux pour qu’'on rencontre le
phénomene de collision.
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Preuve

Nous allons calculer la probabilité de I'événemienerse : les 23 codes sont différents.
Pour calculer cette probabilité, imaginons qu’oraagé les mots dans une suite et qu’on les
code dans l'ordre de cette suite. Il y a Z6Suites différentes, équiprobables (avec
I'hypothese « idéale » de l'uniformité de la réfamh des codes). Parmi ces suites, il y en a
365(365 — 1)(365 — 2) ... (365 — 22) qui correspohdiendes codages différents. La
probabilité pour qu’il n’y ait pas de collision dstrapport de ces deux nombres :

R = ﬁ%:ﬁ(l—?)i—%).

22 : 22
Dol : INR=3 In(l—'—j = L §i=- 1 225 46032

= 365 3657 365 2
Or on a exp(-0,6932) 0,4999, ce qui donne une approximation de la gmtitaqu’il n’y ait
pas de collision. Celle qu’il y ait des collisiovsut donc un peu plus de 0,5.

I\VV.3. Exemples de fonctions de hachage

Les fonctions de hachage que nous donnons en egesapt définies sur 'ensemble des
chaines de caracteres. On peut aussi définir destidos de hachage sur toute sorte
d’ensembles, par exemple sur 'ensemble des entiers

Fonction h : cette fonction ne convient que pour les cha@umeges en minuscules avec les
26 caracteres de l'alphabet. On code chaque kdti&alphabet par son rang dans l'alphabet,
‘a' ayant ainsi le code 1. On associe a chaqueaounbd’abord la somme des codes de ses
lettres, puis le reste modutodes.

Exemple sim = 20, pour la chaine "lou”, on obtient :
h;("lou™) = (12 + 15 + 21) modulo 20 = 8.

Les valeurs de cette fonction seront mal répagiesi’ensemble {0, ...m — 1} si m est
grand et que les chaines sont courtes.

Fonction h : on code chaque lettre de la chaine par son A8ddI ; on multiplie ce code
ASCII par la position de la lettre dans la chaimmsidérée ; on additionne les valeurs
obtenues pour chacune des lettres puis on preedte modulan.

Exemple sim= 100, pour la chaine "lou”, on obtient :
hy("lou™) = (108%x 1 + 111x 2 + 117x 3 ) modulo 100 = 81.

Ce code a l'avantage de tenir compte de la positemlettres dans le mot.

Fonction hz : on peut faire beaucoup plus sophistiqué ; laction h; utilise différents
principes qui ne sont souvent que partiellemettisét par d’autres fonctions de hachage. On
choisit un entiet qui ne doit pas étre trop grand de facon a écitdessous la manipulation
de trop grands entiers (voir ci-dessous [l'utilieatidet) ; on choisit un réeb vérifiant

0<8<1; un bon choix de® peut étre® = (/5-1)/2 = 0,6180339887 ou bien

0= 1—(\/3—1)/2 = 0,3819660113. Si est un nombre réel, on note ci-dessousod 1 la partie

décimale dex, c’est-a-dire la valeur obtenue en remplacant (pda partie qui se trouve
« avant la virgule ».

Pour obtenir la valeur dg(s), ous est une chaine de caracteres, on effectue leatopér
suivantes :
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on code chaque lettre de la chaénpar son code ASCII ;

on écrit en binaires les valeurs obtenues (lerehdé gauche est un 1) ;

on concatene les chaines binaires de ces écrjtures

on compléete éventuellement la chaine par des 6itegrour avoir une chaine dont la
longueur soit multiple dg;

on découpe la chaine concaténée en tranches deelamng

on effectue un « ou exclusif » bit a bit sur 'eméde de ces morceaux de chaines ;
on appeller la valeur, écrite en décimale, du résultat du exulusif » ;

on posehg(s) =| ((vx 8) mod 1)x m|.

On remarque qu’a lissue du point 4, deux chainfférdntes donneront des résultats
différents.

Exemple pourt = 8,0 = (\/5—1)/2 et m = 100, pour la chaine "lou", on obtient
successivement:

1.1 -5 108;'0'-» 111 ; 'u'» 117;

. 108 - 1101100 ; 111- 1101111;117 1110101;
.110110011011111110101
.110110011011111110101000

. 11011001, 10111111, 10101000

. 11001110

.v=206;vx0=127,315

. hg("lou™) = 31.

hrwpE
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I\V.4. Le hachage linéaire

Si, lors de la construction de la table, on veutgest un nouveau mot et que la case
correspondant au code de ce mot est déja occupés déplace dans la table, a partir de cet
indice « cycliguement vers la droite » jusqu’a eeoq trouve une place vide. On y place
alors I'élément. Dire qu'on se déplace « cycliquemeers la droite » signifie qu'on se
déplace vers la droite mais que lorsqu’on arril@ @ositionm — 1 et que celle-ci est occupée,
on repart de la position 0.

On dit gu'on a unecollision primaire lorsque deux mots ont le méme code, et donc se
voient initialement attribuer la méme place dangdeleau. Remarquons qu’ici on peut
rencontrer de<ollisions secondairesc’est-a-dire le fait que deux mots se disputem u
méme case, sans avoir cependant le méme codesgraple parce que le premier a étre entré
dans la table avait di étre déplacé vers la diaitglace lui revenant étant déja occupée.

Exemple supposons que les chaines "lou”, "david", "se@pHimarie"”, "jean”,
doivent étre entrées dans une table de hachagerayai cases avec :

h("lou") = 5, h("david") = 4,h("sophie") = 2h("marie") = 4,h("jean") = 0,h("gaspard") = 6.

Les chaines "lou", "david" et "sophie" vont dans ¢ases d’indice correspondant a leurs
codes ; on a une collision primaire pour la chdimarie" qui devrait aller dans la case
d’indice 4 qui est occupée, on essaie alors poarighla case d’indice 5, mais cette case est
occupée par "lou”; on essaie enfin la case d’in@icgii est libre, on y met "marie” ; on place

gaspard"
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“jean” sans probléme ; lorsqu’on veut placer "gedpan a une collision secondaire sur la
case 6 avec "marie" ; on essaie alors la caseidér@®] qui est occupée par "jean" et on place
"gaspard” dans la case d’indice 1. On a donc obtenu

0 1 2 3 4 5 6

"jean" | "gaspard’| "sophie" "david" "lou "marie”

Comment s’effectue alors la recherche d’'un éléndant la table ? On code I'élément, on se
place dans la table a la position d’'indice égatade de cet élément, on compare I'élément
avec celui qui est contenu a cette place, puisateplace cycliqguement vers la droite dans la
table, jusqu’a ce qu’on trouve I'élément cherchéci{gouvant avoir lieu dés la premiere
comparaison) ou que I'on trouve une place non ogeup, si le tableau est completement
plein, jusqu’a ce qu'on soit revenu au point deat€fces deux derniers cas sont les cas
d’échec de la recherche).

I\VV.5. Le hachage avec chainage interne

Comme dans le hachage linéaire, on place touddaméts dans un tableau. Ici, I'idée est,
d’'une part, de prévoir dans le tableau, en plusndesises, une zone de débordement dans
laquelle on rangera les éléments dont la placeifégiétait occupée lorsqu’on a voulu les
ranger et, d’autre part, de « chainer » entre esiéléments qui entrent en collision primaire.
On notep la taille de la zone de débordement ; cette ze@nsitsie entre les indican et
m+p— 1 du tableau. Lors de la construction de laetatsh prévoit pour chaque indice deux
champs : un champ pour I'élément a ranger et umphpour indiquer éventuellement un
indice du tableau ; cette seconde information sg@ifaire un chainage interne des éléments
dépendant d’'une méme case ; une valeur de —1 eaesdnd champ indiquera qu'il n’y a pas
d’« élément suivant ». Supposons que I'élémeniemscde rangement ait pour cdde

» sila case d'indicd est libre, on met I'élément a la plaket la valeur -1 dans le
second champ ;

* sila case d'indic& est occupée, on range alors I'élément a la prentigse libré
partir de la droite du tableau, case qui est dans la zone de débondsimzlle-ci
n'est pas déja pleine et la valeur —1 dans le gskcbamp de cette méme case. On
notei I'indice de la case ou on vient de ranger le nbé@ément. Si le second
champ de la case d’indigevaut —1, on remplace cette valeur par la valewsi ce
second champ ne valait pas —1, c’est qu’il y a égane collision sur la cage
on parcourt alors la chaine interne issue de l& kaen suivant les indices
successifs donnés par les seconds champs jusecanteer un second champ de
valeur —1, valeur qu’on remplace alors par la valeuous les éléments de cokle
sont chainés dans le tableau a partir de la casdicEk.

Si la zone de débordement est pleine, on utilisetalgle initiale comme zone de
débordement en occupant la premiere place librartér ple la droite du tableau. Ceci ralentit
la fabrication initiale de la table, car cela imudt des collisions secondaires.

Exemple on choisitm= 7 etp = 2 ; supposons que I'on ait a placer des élénenés, e,
€, &, & et & avech(ey) = 4,h(ey) = 6, h(es) = 2, h(es) = 4, h(es) = 2, h(es) = 2, h(e7) = 5. On
place d'abord £ & et g ; on obtient :
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La place de gn’est pas libre ; on a une collision primaire etthbleau devient aprés
insertion de g:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

& €1 e €&
-1 8 -1 -1

La place de £n’est pas libre ; on a une collision primaire etthbleau devient aprés
insertion de ¢:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

& €1 € € €4
7 8 -1 -1 -1

La place de gn’est pas libre ; on a une collision primaire,zlane de débordement est
pleine et la premiere place libre en partant ddrdte a pour indice 5; le tableau devient
apres insertion dese

0 1 2 3 4 5 6 7 8

& €1 € €2 e €4
7 8 -1 -1 5 -1

Les éléments de code 2 sont chainés et occupargssivement les places d’indices 2, 7 et
5.

La place de € d'indice 5, n’est pas libre et elle est occupaeyn élément dont le code ne
vaut pas 5 ; on a une collision secondaire ; lletabdevient aprés insertion de e

0 1 2 3 4 5 6 7 8

€ €7 € € € € €4
7 -1 8 3 -1 5 -1

La recherche d’'un élémertse déroule comme suit dans le cas du hachagechea@tage
interne. On code ; appelonk le code dex. Si la case d'indic& ne contient pas d’élément,
on conclut a I'échec ; sinon on compare successanexra tous les éléments qui sont chainés
a partir de la case d'indick jusqu'a avoir trouvé I'élément (situation de sucade la
recherche) ou bien avoir atteint la fin de cettaich (situation de I'échec de la recherche).

IVV.6. Le hachage avec chainage externe

Lorsqu’on peut utiliser I'allocation dynamique deémoire, on pourra préférer le chainage
externe pour gérer les collisions.
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La méthode est simple : chaque case du tablede @sbut d’une liste chainée qui contient
les éléments de la table dont le code est égatdide de cette case ; les cases du tableau ne
contiennent donc ici que les adresses en mémosedébuts des listes chainées ou bien
I'adresse nulle si aucun élément n’a I'indice dedae comme code. Lors de l'utilisation de la
table, pour voir si un « mot » est ou non dansliéet on code ce mot, puis on parcourt la liste
des éléments chainés dans la case d’indice égabde trouvé, jusqu’a ce qu’on trouve
I'élément (situation de succés de la recherchejjual I'on arrive a la fin de la liste sans
I'avoir trouvé (situation de I'échec de la recheaakh

Rappelons I'exemple du paragraphe précédent. leesefits sont :1ee), 6, &, &, et &
avech(e) = 4,h(e)) = 6,h(e3) = 2,h(ey) = 4, h(es) = 2, h(es) = 2, h(e;) = 5. On utilise un
tableau de longueun = 7. On obtient le tableau suivant :

0 1 2 3 4/ 5 6
| | | | | | |
v v v v v v v

& & & &
| | | |
v v v v

& e
| |

v v
&

+

I\VV.7. Nombre de comparaisons

Nous ne calculons pas ici le nombre de comparaisffestuées en moyenne pour une
insertion ou une recherche dans une table de haatiagous nous contentons de quelques
indications.

Signalons que la technique du hachage linéairenests performante que les deux autres
technigues et que, dans ce cas, il faut prendtahlaau largement plus grand que le nombre
de données a ranger; en effet, on peut remarquer lqrsqu’il y des plages de cases
consécutives occupées, alors, plus la plage egt,lanlus la probabilité qu’une prochaine
donnée a insérer ait son code dans cette plaggrasde ; les plages les plus grandes ont
tendance a s’agrandir davantage.

Les deux techniques avec chainages ont des perfoemaéquivalentes si la zone de
débordement du hachage avec chainage externeéggepuffisamment grande. Le hachage
externe est marginalement meilleur quand aucune derdébordement n’est prévue.

On dit qu’une recherche est positive si la donreahée figure dans la table et qu’elle est
négative dans le cas contraire. Le hombre moyeocd&au tableau pour rechercher une
donnée est toujours un peu plus grand pour uneerelth négative que pour une recherche
positive. Quand on compte le nombre moyen d’accetlleau, on inclut I'acces éventuel
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qui indique que la chaine est terminée. Les évalusci-dessous restent correctes méme si la
zone de débordement du hachage avec chainageciatemme taille nulle.

Si le nombre de cases du tableau est deux foisgrlusd que le nombre de données a
ranger, le nombre moyen d’accés au tableau poberelser une donnée est compris entre 1,2
et 1,4 pour une recherche positive et entre 1} 57epour une recherche négative dans le cas
des hachages avec chainage. Pour le hachage dinda@st de I'ordre de 1,5 pour une
recherche positive et de 3 pour une recherche inégat

Si le nombre de cases du tableau est égal a Is3efaiombre de données a ranger, le
nombre moyen d’accés au tableau pour recherchedaneée est compris entre 1,3 et 1,5
pour une recherche positive et entre 1,6 et 1,9 poa recherche négative dans le cas des
hachages avec chainage. Pour le hachage lindaest,de I'ordre de 2,5 pour une recherche
positive et de 6 pour une recherche négative.

Si le nombre de cases du tableau est égal a Isllaiombre de données a ranger, le
nombre moyen d’accés au tableau pour recherchedaneée est compris entre 1,4 et 1,7
pour une recherche positive et entre 1,9 et 2,2 poa recherche négative dans le cas des
hachages avec chainage. Le hachage linéaire davigrsticable.






V. L'algorithme de Huffman

V.1. Présentation du probleme

L’algorithme de Huffman est utilisé en « codage strirce ». Il s’'agit de coder les
caractéres d'un texte a l'aide de suites de 0 dt d@n appelleranot de codde codage d’'un
des caracteres ; un mot de code est donc une dhiatiee écrite avec des 0 et des 1.

Une premiere possibilité est d’utiliser un codagetous les mots de code ont la méme
longueur ; on dira alors qu'il s'agit d'wwtndage de longueur fix&i le texte est écrit avec
caractéres différents, il faudra avoir des motsatge de longueup =[log, nl. Prenons un
exemple ; supposons que le texte soit écrit unigumrvec les caractéres a, b, ¢, d, e, f,geth
et contiennent 5852 caractéres. Etant donné qyiamue 8 caractéres a coder, on peut les
coder avec des chaines binaires distinctes de éomg8 ; le texte codé sera alors pour
longueur (comptée en nombre de 0 et de 1) égable 3832 = 17556. Le texte codé est facile
a décoder puisqu’il suffit de découper le texteeced mots de longuepr

On désire, pour diverses raisons (place de stockhgée de transmission, risque d’erreur
de transmission...), avoir un texte codé le plus tcpassible. Pour cela, on abandonne I'idée
du codage de longueur fixe et on va faire en squieles caractéres les plus fréquents aient
des codages plus courts que les caractéres pass @ela nécessite d’avoir :

soit une estimation de la fréquence des caractknes le type de texte qu’on doit coder ;

on pourrait par exemple faire des statistiquedastréquences des différents caracteres
dans I'ensemble des textes écrits en francaisiletentces statistiques pour le codage
d’un texte écrit en francais ;

soit calculer précisément les nombres d’occurredeeshacun des caractéres dans le texte

que I'on souhaite coder.

Il s’agit donc maintenant, muni de ces informatjode définir un codage de longueur
variable. Pour cela, il faut se préoccuper du déged il faudra savoir ou s’arréte chacun des
mots de code. On peut utiliser un séparateur, ihasg possible de ne pas y recourir dans le
cas ou le codage respectedgle du préfixe un ensemble de mots de code vérifie la regle du
préfixe si un mot de code n’est jamais préfixe dawire mot de code. Par exemple, si on
considere les mots de code 0100110 et 010, le dexstirpréfixe du premier ; ces deux mots
ne pourront donc pas faire partie simultanément @odage respectant la regle du préfixe.
Un codage qui suit la régle du préfixe est appeldage préfixeMontrons que si un codage
est préfixe, alors le décodage est possible.

On place les mots de code dans un arbre binairstraginselon 'exemple suivant. On
suppose qu’on a cing caractéeres 'e', 'i', 'let'®s' et que le code est donné par :

code('e’) = 00, code('i') = 010, code('l) = 108je('0") = 11, code('s") = 101.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’'un codage piréf ; on construit alors I'arbre binaire
suivant :
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I' III ISI

Les caractéres sont les feuilles de I'arbre binaina caractére peut étre retrouvé dans
I'arbre binaire en partant de la racine et en sivale chemin indiqué par le code de ce
caractére » : un 0 indique de descendre a gauclm dt de descendre a droite. Voyons
comment on peut décoder le message : 10111100000 utilisant cet arbre. On part de
la racine de l'arbre et on lit le premier chiffra thessage qui est un 1 : on part a droite dans
I'arbre ; le chiffre suivant est un 0, on continlaedescente en partant a gauche, le chiffre
suivant est un 1, on part a droite et on atteimmal@ctére 's', qui est ainsi le premier caractére
du texte décodé ; on repart de la racine et da thiffre suivant dans le message, c’est-a-dire
le quatriéme, il s'agit d’'un 1, on part a droiteligoencore un 1, on part a droite et on lit le
caractére '0' ; le message commence par "so". lM@s®ns le lecteur terminer le décodage et
découvrir le message.

Pour un codage non préfixe, on peut encore tracearbre analogue, mais certains
caracteres se trouvent alors dans des nceuds mtesngendant le décodage, on rencontre un
tel caractere, on ne peut pas savoir si on a oldaTmsil un caractére du texte ou bien s'’il faut
passer son chemin pour aller voir bas.

On peut montrer que, si on se restreint aux coddgestexte par le codage des caracteres
(et non pas par exemple de sous-chaines), le catiagaille minimum est obtenu par un
codage préfixe. Le codage de Huffman que nous sliigfinir plus bas est un codage préfixe
qui permet d’obtenir le texte codé de taille minfimu

Si la regle du préfixe est vérifiée, chaque caractst associé a une feuille de I'arbre, et la
longueur (en nombre de bits) de la chaine codanaiactere est la distance de la racine a
cette feuille. Notre but est d’associer a la sdée caracteres a coder un arbre binaire tel que,
toute feuille étant associée a un caractgrde fréquencd; et étant a une distangede la
racine, la somme des produiitf prise sur toutes les feuilles soit minimum. Cétrarsera dit
arbre optimum

V.2. Quelques remarques préliminaires

On peut d’abord remarquer que l'opération définangd le paragraphe précédent qui
associe a un codage préfixe un arbre binaire pedmégfinir une bijection entre les codages
préfixes d'un ensemble de caractéres et les atbiremres dont les feuilles contiennent
exactement ces caracteres.
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Considérons un texte composé des caracteres thkstincc,, ..., ¢, le caracterec;
apparaissant avec un nombre d'occurrences mat#c). On pourrait considérer les
fréequences en divisant les nombres d’occurrencedgpéongueur du texte a coder, cela
reviendrait au méme. On considére un codage préfe® caractéres;, C;, ..., Cy; 0N
complete I'arbre binaire correspondant a ce codagajoutant a chaque feuille, en plus du
caractérex correspondant a cette feuille, le nombre d’ocauwes dex; on noteA l'arbre
obtenu ; on notg(x) la longueur du code du caracteteou, ce qui revient au méme la
profondeur du caractene dans l'arbreA. Reprenons notre premier exemple du texte de
longueur 5852 écrit uniquement avec les caractale'’®’, ‘'c’, 'd’, 'e', 'f', 'g' et 'h". On suppos
que l'ona:

ocq'a’) = 1098pcd’'b") = 111,0cq'c’) = 536,0cq'd") = 602,
ocq'e') = 3030pcq'f") = 146,0cd'g’) = 204,0cq’'h’) = 125.

Ces données sont des données issues d'un textesadklque ce texte contient aussi
d’autres caractéeres. On peut alors considérerdagmdéfini par I'arbré ci-dessous :

'c': 53¢

‘a1 109¢ 'd': 60z

'h': 12t 'b': 111 ‘e’ 1 303( 'g': 204

Ce codage correspond a :

code('a’) = 101, code('b’) = 0011, code('c’) = @ade('d) = 110,
code('e") = 1000, code('f') = 01, code('g’) = 1Gade('h") = 0010.

La longueur du texte codé sera alors égale a :
1098x 3 + 111x 4 + 536x 3 + 602x 3 +3030% 4 + 146x 2 + 125x 4 + 204x 4 = 20080.

Si f est une feuille dé, on noteocdf) le nombre d’occurrences contenu par cette feuille
Posons :

LA = Y ocdf) x p(f).

f,feuillede A

DoncL(A) donne la longueur du texte codé dans le codagesmmndant &.

Le probleme devient : déterminer un arlxequi minimiseL(A). Un tel arbre sera dit
optimum.

Examinons l'arbre de notre exemple. Peut-il étréinogm ? On peut faire les deux
remarques suivantes :
on gagnerait en remontant la feuille contenardt'én la mettant a la place de son pere ; on
gagnerait exactement 602 ;
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on gagnerait en échangeant la feuille contenaaweft la feuille contenant 'a’, on gagnerait
exactement (3030 — 148)2 = 5768.

En appliguant ces deux transformations, on obliantre ci-dessous pour lequklvaut
13710:

'c': 53¢

'h':128| |'b': 111 o 14€ 'g': 204

On peut généraliser ces remarques.
Lemme 1 dans un arbre optimum, tout nceud interne a @sux

Lemme 2 dans un arbre optimum, les deux plus petitesiroences se trouvent a la
profondeur maximum de l'arbre.

Les preuves de ces deux lemmes sont immédiatesedand lemme utilise le premier qui
montre que, dans un arbre optimum, il y a au mééwsx nceuds a la profondeur maximum.

Lemme 3 il existe un arbre optimum dans lequel les dplus petites occurrences se
trouvent dans des feuilles « fréres » qui se trougda profondeur maximum.

En effet, considérons un arbre optimum qui ne kpfs la propriété du lemme 3; le
lemme 2 indique que les deux plus petites occue®se trouvent a la profondeur maximum
de l'arbre et le lemme 1 que toute feuille a unégllie « frere ». Un simple échange permet
d’obtenir un arbre qui vérifie la propriété du leer8 avec une valeur inchangée de la
fonctionL.

On considere la transformation suivante de I'afar®n considere deux feuilles « fréres »
f, etf,. On notex le caractere contenu phrety le caractere contenu pfar On supprime ces
deux feuilles et on transforme leur pere en undléecontenant la chaine symboliquet y
assorti d'un nombre d’occurrences égalca(x) + ocqy) ; on noteA’ l'arbre ainsi obtenu. En
appliguant cette transformation aux feuilles coateries caracteres 'b' et 'h' du dernier arbre
tracé, on obtient I'arbré'’ ci-dessous :
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'd': 60z

'c' 1 53¢€ 'h +'b': 23€ ‘a1 109¢

' 14€ g : 204

On remarque facilement sur I'exempl&(A) = L(A) — 236. Ce résultat se généralise
immédiatement al.(A") = L(A) — (ocdXx) + ocdy)).

Lemme 4 On considére un arbfeou les deux plus petites occurrences sont « freeeka
profondeur maximum ; on note et y les caractéres contenus par ces deux feuilles. On
effectue I'opération qui transformA& en A’ en utilisant ces deux feuilles. L'arbie est
optimum si et seulement si I'arbfé est optimum.

Preuve du lemme 4

Supposons quA ne soit pas optimum. Considérons un autre arbraineiB sur le méme
jeu de données guevérifiantL(B) < L(A) et ou les feuilles contenaxtety sont « fréres » a
la profondeur maximum (ce qui est possible d’apeeemme 3). On construit I'arbri®’ a
partir deB.On a :

L(A) =L(A) — (ocdX) + ocdy))

L(B) =L(B) — (ocdX) + ocdy))

et doncL(B') <L(A") ; 'arbre A’ n’est donc pas optimum.

Supposons quA’ ne soit pas optimum. Considérons un autre arl&neiB’ sur le méme
jeu de données qu¥ vérifiantL(B’) < L(A"). On remplace la feuille contenant la chatney
en effectuant la transformant inverse de celle id@née plus haut : cette feuille devient un
nceud interne ayant pour fils deux feuilles contéemagty avec leurs occurrences respectives.
On obtient un arbreB vérifiant: L(B) = L(B) + (ocqX) + ocdy)). De la relation
L(A) =L(A") + (ocqx) + ocdy)), on déduit queL(B) < L(A); l'arbre A n’est donc pas
optimum.

Ce résultat est a la base de l'algorithme déciiesisous.

V.3. Description de l'algorithme de Huffman

On construit un arbre réduit a un nceud pour chaesncaractéres, ce nceud contenant le
caractére et son nombre d’occurrences. On range watablealA (indicé a partir de 1) les
nceuds par ordre décroissant de nombres d’occusefue considere les noeuds situés en
A[n—- 1] et A[n] ; ils contiennent les plus petits nombres d’ocences ; on note& ety les
caractéres contenus par ces noeuds ; on construibuveau noeud noté qui contient la
chainex +y et la somme des nombres d’occurrences de cesdadgagtéres ; on donneMNa
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comme fils gauché[n — 1] et comme fils droiA[n] puis on remplacé&[n — 1] parN. On
considere qu’'il ne reste plus que- 1 arbres dans le tableAuangés de I'indice 1 a l'indice
n—1; on remanie le tablea® pour gu’il soit a nouveau trié par ordre décraissdes
nombres d’occurrences, ce qui revient a inséramokudN dans la sous-liste triée qui le
précéde. On procede ainsi jusqu’a ce qu’il n'ypits qu’un arbre dans la liste. On obtient
alors un codage optimal, comme I'énonce le théoraumnant.

Théoreme L’algorithme de Huffman permet de construirecadage préfixe optimal.

La preuve de ce théoreme (et donc de I'algorithméldffman) est laissée en exercice et
découle des lemmes précédents.

V.4. Exemple d’application

On reprend I'exemple précédent a ses débuts emaciages nombres d’occurrences par
ordre décroissant ; on obtient :

1 2 3 L 5 ¢ 7 ¢
'e :303( |'a: 109¢| |'d': 60z| |'c':53€| |'g':204] |'f:14€]| |'h':125||'b': 111
On effectue la premiere étape de I'algorithme :
1 Z 3 vi 5 6 i
'e 1 303(| |'a: 109¢| ['d': 60z| |'c': 53¢ 'h' +'b: 23€ 'g': 204 | T : 14¢€
'h': 12& 'b': 111
puis I'étape suivante :
1 z 3 vi £ €
'e 1 303( 'a: 109¢| |'d': 60z| |'c':53€| |g +'f: 350 h'+'b: 23¢

/N

AN

'g': 204

. 14¢€

'h': 12¢

'b': 111
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puis :
1 2 3 5
‘e : 303( |'a : 109¢| |'d': 602 g +'f+'h'+ D' 58p 'c': 53€
|g| + Ifl . 350 IhI + Ib . 236
'g': 204 |'f': 14¢€ 'h': 12| |'b': 111
puis :
1 2 2 4
'e : 303( ‘g +'f+'h'+'b+'c:112p ‘a 1 109¢ 'd": 60z
‘g +f + W' + '’ : 586 © 53¢
g’ +f: 350 'h;'b 5 <
'g': 204 . 14¢ 'h': 12&| |'b': 111
puis :
1 z 3
'e 1 303( ‘a'+'d: 170C 'g+T+'h+Db +'c:1122

/

‘a

: 109¢

\

T

'c': 53¢

'd': 60z| 'g'+'f +'h' +'0': 58p
g +'f' : 350 h'+'b: 23€
‘g’ 204| | 'f': 14¢€ n':128| |'b': 111
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puis :
1 2
'e 1 303( a'+'d+'g+'f+'h+'b+'c:28p2
‘a' +'d: 170( 'g+T+'h+'b+'c:1122
‘a: 109¢ 'd': 602 'g'+'f+'h'+'b': 586 'c': 53¢
'g' + ' : 350 'h'+'b: 23¢
'g': 204 : 14¢ 'h': 125 |'b': 111
et enfin :
1

'e+'a+'d+g+"T+'h+'b+'c:5852

'e 1 303( a'+'d+'g+'f+'h+'b+'c:28p2
a'+'d: 170 ‘g +'f + ' +'b + e 1120
'a:109¢| |'d': 60z 'g' +'f +'h' +'b' : 586 'C': 53¢
'g': 204 | 'f: 14¢€ 'h': 128| |'b': 111

Cet arbre donne un code préfixe optimum :

code(a) = 100, code(b) = 11011, code(c) = 111, (c)de 101,
code(e) = 0, code(f) = 11001, code(g) = 11000, ¢fgde 11010.

Avec ce code, le texte codé a pour longueur :
(204 + 146 + 125 + 11X 5 + (1098 + 602 + 536) 3 + 3030x 1 = 12668.
Tout autre codage des caracteres du texte donnerrogueur au moins aussi grande.

L'utilisation d’'un tas permet d’obtenir une compltéxen OflInn), s’il y an caractéres a
code



VI. Geéneralités sur les graphes.
Arbre couvrant de poids minimum

VI.1. Introduction a la théorie des graphes et défiitions

Les graphes, orientés ou non orientés, interviendans de nombreux problémes ; ils
permettent par exemple de modéliser des résealils gaient de communication ou de
commutateurs, ou de représenter des relations, eamonrs le comprendrons trés vite...

Un graphe(simple) non orienté&s = (X, E) est défini par deux ensembles : 'ensem¥le
dessommetset I'ensembleE desarétes un élémente de E étant défini par une paire de
sommets distinctg ety de X (on considérera qu’'une aréte donnée n’apparaipluesseurs
fois dansE). On dit quex ety sontincidentsa e, quex ety sont lesextrémitésdee, quex ety
sontadjacentset on écrit souverd={x, }.

Un graphe (simple) orienté& = (X, U) est défini par 'ensemblX de ses sommets et
I'ensembleU de sesarcs; un arcu deU est défini par un couple de sommets distimasy
(comme pour le cas non orienté, on considérerangara donné n’apparait pas plusieurs fois
dansU, ce qui n'empéche pas d’avoir simultanément les & y) et {, X), puisque ces arcs
sont différents I'un de l'autre) ; on dit queadmetx commeorigine (ou aussiextrémité
initiale), y commeextrémité finaleouterminale et on noteu = (x, y).

Dans ce chapitre et les suivants, nous ne consiséae des graphéasis, c’'est-a-dire des
graphes tels que le cardinal ¥eappeléordre du graphe, et celui de ou deU, appel&aille
du graphe, sont finis ; on pose= [X| etm = [E| oum= |U|.

Le graphe complefou clique) a n sommets, not&,, est le graphe non orienté d’ordmne
dont deux sommets quelconques sont adjacents.dbes de taille

n(n—l)
> )

On appellegraphe partielde G = (X, E) un graphe ayant méme ensemble de somiets
que G et ayant pour ensemble d’arétes une parti&.détant donnée une partiede X, on
appellesous-graphd- de G engendréparY le graphe ayant pour ensemble de somMgetme
aréte (respectivement un arc)@ealonnant naissance a une aréte (respectivememcudet
si et seulement si les deux extrémités de cette &i&spectivement de cet arc) sont déns

Etant donné un sommetd’un grapheG non orienté, on appelegrédex et on noted(x)
le nombre d’arétes incidentesxg les autres extrémités de ces arétes constitessemble
desvoisinsdex. Six est un sommet d’'un grapl@orienté, on appelldegré sortantdex, ou
demi-degré extérieude x, notéd*(x), le nombre d’arcs d’origing ; on définit similairement
le degré entrant ou demi-degré intérieude x, notéd=(x), comme étant le nombre d’arcs
admettantx comme extrémité terminale. On dit quest unprédécesseuou unantécédent
(respectivement usuccessegrdex si I'arc (y, X) (respectivement I'arcx(y)) existe ; quand
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le prédécesseur deest unique, on l'appelle augsére de x et on dit quex est unfils de ce
sommet ; on dit qug est un voisin d& siy est un prédécesseur ou un successexr de

Soit G = (X, E) un graphe non orienté. On appeltdaine une suite x;exo...
Xc181Xc avecx; [ X pour 1<i <k, g 0 E etg = {X;, Xj+1} pour 1<j <k - 1. Une chaine est
dite élémentairesi tous les sommets la constituant sont deux & distincts.

Un cycleest une chaine dont les deux extrémités coincitltmtyclex;e;...%_16x_1X1 est
dit élémentairesi tous les sommeis (1 <i <k — 1) sont deux a deux distincts.

Un graphe est ditonnexesi, pour toute paire de sommets, il existe unénehkes joignant.
Etant donné un graph® = (X, E), on définit une relation d’équivalence sten disant que
deux sommetg ety sont équivalents si et seulement s'’ils sont exténd’'une méme chaine
dansG. Les classes d’équivalence ¥gour cette relation s’appelleabmposantes connexes
deG.

Un arbre est un graphe connexe et sans cycle.

Théoreme Pour un graphe G d’ordre n et de taille m, il ¥quivalence entre

(@) G est un arbre ;

(b) G est connexe,etonam=n-1;

(c) Gestsans cycle,etonam=n-1;

(d) G est connexe et la suppression d'une arétécqungue le déconnecte ;
(e) G est sans cycle et I'ajout d’'une aréte quetgencrée un cycle ;

(f) entre deux sommets quelconques, il existe haime élémentaire unique.

Preuve— La preuve est laissée en exercice.

VI1.2. Représentation des graphes en machine

Nous supposerons les sommetsGlaumérotés par les entiers de h,ahaque sommet
étant repéré par son numeéro.

Ce qui suit concerne les graphes non orientés miedifications a apporter lorsqu’on
désire représenter un graphe orienté sont touit &l&amentaires et laissées au lecteur. Les
deux structures de données les plus utiliséesnepoeésenter un graphe sont les suivantes.

VI1.2.1. Matrice d’adjacence (sommets-sommets)

On suppose donnés (lus par exemple sur un fichtedre n du graphe et I'ensemble des
arétes {, j} du graphe.

On représente le graphe par une matrice d’'adjacehest-a-dire une matrice carr@ej a
n lignes e colonnes, telle que

o Adj[i, j] =1 =Adj[j, i] sii etj sont adjacents,
* Adj[i, j]=0sinon;
» Adjlk, K] sera pris égal & 0 ou 1 suivant le probleme.

EXEMPLE



a1
~

Adjl1 2 3 4 5 6 7 8
2 5 170 1 1 0 0 0 0 o

2/'1 0 0 0 0 O 0 O

1 - 3/1 0 0 1 0 1 1 O
40 0 1 0 1 0 1 0

: 4 o 5/ 0 0 0 1 0 0 1 0O

S 6/ 0 0 1 0 0 0 1 0

70 0 1 1 1 1 o0 1

80 0 0O 0O O O 1 O

VI1.2.2. Tableau de listes d’adjacence

Les données étant les mémes que précédemmentfioit d@é tableau de pointeurs de
taille n, lesn cases de ce tableau étant en bijection avec lemsts 1, 2, ..1n du graphe. Le
pointeur en positiom est la téte d’'une liste chainée qui contient @sims du sommeat: un
voisinj dei doit appartenir a la liste correspondant au sommigta la liste dg.

EXEMPLE
1+ 2 —m 3
3 6 22— 1
1 3t 1—m 4 —p 6 —p 7
7 A—p 3 —m 5—p 7
4 5 4 — 7
2 5 8 6 33— 7
77— 33— 4 —p» 55— 66— §
8— 7

Le choix éventuel entre ces deux structures dépend
* (comme toujours) de l'algorithme que I'on désimglémenter ;

 de la taille du graphe : si cette taille est «tpet, c’est-a-dire de I'ordre deou de
n.logn, on choisira plutdt la structure par listes d’adjace, sinon on choisira plutot
la représentation matricielle.

REMARQUES

1. En fonction de l'algorithme que I'on désire prammer, on peut étre amené a imaginer
d’autres structures de données, comme le montxertiple de I'algorithme de Kruskal dans
la partie 1.4.

2. Les structures précédentes peuvent facilemenigénéralisées a des graphes pondéreés,
c'est-a-dire dont les arétes ou les arcs sont mdiise valuation appelée, selon les cas,
« colt », « poids », « longueur », etc. Le coltgoids, ou longueur...) d'un graphe partiel
est alors la somme des codts des arétes ou ddg asstituant.
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V1.3. Complexité d’'un algorithme

Nous parlerons beaucoup, tout au long de cet oaymdglgorithmes Un algorithme est
une méthode de résolution constituée d’'une suiie fi'instructions qui, pour toute instance
du probléme a traiter, fait passer des donnéeglest au résultat cherché. Définir un
algorithme consiste a décrire pas a pas les inginscque cet algorithme doit exécuter.

L’étude des performances d’'un algorithme condudgfinir la complexitéde celui-ci, qui
constitue un parametre important pour mesurer i¢afité de Il'algorithme. De facon
informelle, la complexité d’'un algorithme évalue umajorant du nombre d’opérations
élémentaires qu’on doit effectuer, dans le pire aiess pour obtenir le résultat cherché. Par
opération élémentaireon entend des opérations comme la comparaisaffedtation, les
opérations arithmétiques, etc., appliquées a qesstgimples comme des entiers ou des réels ;
les vecteurs ou les matrices par exemple ne speantonsidérés comme des types simples :
I'addition de deux vecteurs@composantes sera considérée corpropérations (additions)
élémentaires. Ce nombre d'opérations élémenta@gesionc la complexité, est exprimé a
l'aide de lataille des donnée<’est-a-dire en fonction du nombre de bits némess pour
coder les données en machine ; par exemple, cadeatrice d’adjacence d’'un graphe a
sommets nécessitg bits, et le codage d’'un entikrnécessitera environ lgi§ bits.

Plus formellement, soit un algorithmepermettant de résoudre un probleeSoit] une
instancedeP, c’est-a-dire une spécification des données difamit le cas a traiter. S, 1)
le nombre d’opérations élémentaires effectuées passer dé au résultat voulu a l'aide de
A. La complexitécp deA est alors définie comme la fonction qui, sur leméle des instances
| de taille fixée, considere le maximumfga, 1) :

ca(n) = max{ f (A, I) pour toute instande telle quell| = n}

ou [ Oreprésente la taille de

Il est souvent difficile de déterminer de fagongisé I'expression dea. Pour cette raison,
on ne s’intéresse qu’a un majorant asymptotiqueat® que I'on note Qf(n)), en utilisant
les notations de Landau, ce qui signifie qu’il éxiane constantk et une valeuNk telles
gu’on ait, pour touh vérifiantn> N :

lea(n) < K.|g(m)

Les algorithmes dont la complexité est majorée yampolyndomenk de la taillen des
données sont difsolynomiauxen O(K) ; les autres sont diexponentiels

La complexité donne des indications importantedestemps de calcul. Par exemple, si on
utilise un algorithme linéaire (donc enr(si n représente la taille des données), on peut
prévoir que le traitement de données deux fois ghasses pourra prendrgtosso modp
deux fois plus de temps, tandis que I'utilisaticendalgorithme en Q@) pourrait prendre huit
fois plus de temps. C’est la raison pour laquetigoéférera généralement des algorithmes de
faible complexité.
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VI.4. Le probleme de l'arbre couvrant de poids minmum

VI1.4.1. Définition du probléme

Etant donné un graphe non orienté dont les arémisnsunies d’une valuation que nous
appellerons indifféremment « co(t » ou « poids »«olongueur », on cherche un graphe
partiel de ce graphe qui soit un arbre et quid®itoat minimum. Puisqu’il s’agit d’un graphe
partiel, cet arbre a pour ensemble de sommetsellehke de tous les sommets du graphe
initial ; aussi dit-on qu’il s’agit d’'unarbre couvrant Dans la terminologie anglaise, ce
probleme est connu sous le nomcdanector problenou encoreninimum spanning tree

Il est clair que le probléme a une (ou des) sohfsp si et seulement si le graphe est
connexe ; nous supposerons dans toute la suiteequast ainsi.

Remarquons que, si tous les colts sont positifsartee couvrant de colt minimum est
solution du probléme suivant : trouver un graphediglaconnexe deG, qui soit de colt
minimum.

VI1.4.2. Une application en réseaux

Ce probleme peut se poser lors de I'établisseniantrdseau, qu’il soit de communication
ou d’interconnexion, si, ayant estimé le colt dasdns directes entre toutes les paires
d’objets a relier, on cherche a réaliser un réseamexe de codt minimum. Il est clair qu’une
solution optimale a ce probléme est un graphe sgie puisque, tous les colts étant positifs,
si une solution comportait un cycle, on obtiendraite solution plus économique en
supprimant une aréte de ce cycle. Or, on prou@aat que la suppression d’une aréte d’'un
cycle ne peut déconnecter un graphe connexe (agnitestit, une aréte d’un cycle n’est jamais
un isthme un isthme étant toute aréte dont la suppressiogmante le nombre de
composantes connexes).

V1.4.3. Une application en traitement d’'images

Une image (en noir et blanc) est représentée soawefdepixels définis par les 512 lignes

et 512 colonnes d’'un réseau. Chaqguel posséde un certain niveau de gris et, en dehsrs de
points situés sur les bords, admet huit voisinscerche a déterminer des régions dans cette
image, c'est-a-dire des parties connexes de l'intesstituées de points de niveaux de gris
tres voisins. On modélise la donnée par un gragbet presque tous les sommets sont de
degré 8 : chague sommet du graphe correspond a&sir2@R144pixels de I'image, deux
sommets sont adjacents si et seulement spibesls qu’ils représentent sont voisins, et on
value I'aréte qui les joint par un nombre propartiel a la différence de leurs niveaux de gris.

Moriss et Constantinides ont proposé taeeristique c’est-a-dire une méthode approchée,
pour déterminer les régions d’'une image : congruim arbre couvrant le graphe et de colt
minimum puis supprimer de cet arbre couvrant Iésearde colt supérieur a un seuil donné,
fixé de facon a séparer depixels dont les niveaux de gris sont trop différents pguiils
appartiennent a la méme zone. On obtient ainsiforé& couvrante, dont les composantes
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connexes, qui sont (par définition d’'une forét) @elsres, couvrent ce que I'on considérera
comme les zones cherchées.

Nous allons voir ci-aprés deux algorithmes pououwése le probleme de I'arbre couvrant
de codt minimum. Le premier, appelé algorithme desKal, est peut-étre plus intuitif que le
second, méme si les preuves de ces deux algoritteoes de difficultés tout a fait
comparables. Le second, dit algorithme de Prirmettes bonne complexité, si du moins on
sacrifie un peu de place mémoire pour I'implémerterrectement. Ce phénomeéne se
retrouvera, au chapitre des plus courts cheminas dalgorithme de Dijkstra, qui lui
ressemble beaucoup.

V1.4.4. Algorithme de Kruskal

Principe de I'algorithme

Pour déterminer un arbre couvrant de poids minindlum graphe connexe @sommets,
on sélectionne les arétes d’'un graphe partielaieitnent sans aréte, en itérant- 1 fois
'opération suivanten( étant I'ordre du graphe) : choisir une aréte delponinimum ne
formant pas cycle avec les arétes précédemmerdieboi

Mise en ceuvre de l'algorithme
L’algorithme de Kruskal se déroule en deux phases :
» premiéere phase : trier les arétes par ordre diels pooissants ;

* seconde phase : tant que I'on n’a pas reterul arétes, procéder aux opérations
suivantes : considérer, dans l'ordre du tri, lanpgze aréte non examinée ; si elle
forme un cycle avec les arétes precédemment chplaieejeter, sinon la garder.

Preuve de l'algorithme

L’objet constitué par les — 1 arétes choisies est clairement un arbre cauvreu graphe
de déparG.

Supposons gu'il ne soit pas de poids minimum. Reprdns alor$ par la suite des arétes
le constituant, dans l'ordre ou elles ont été di&danées T = (e, €, ..., €n4). Parmi les
arbres couvrants de poids minimum, choisissons4#nTy, coincidant avecT le plus
longtemps possibleTy = (ey, .., & fk+1, ---, f1), OUf+1 # &1, Aveck le plus grand possible.
L’aréte 1 N'appartient pas dp, a cause du choix d&, donc To O {ek+1} contient un
cycle. Ce cycle n’est pas constitué uniquementétéardel puisqueT est sans cycle. Sdit
une aréte de ce cycle nappartenant pas;aTy O {e.1} - {f} est a nouveau un arbre
couvrant deG et, puisqu’il coincide davantage aveEgue Ty, c’est qu'il n’est pas de poids
minimum : c’est donc que le poids dg; est strictement supérieur au poidsfidéais alors
on aurait d0 examindy avantex,, et ceci implique que I'on se soit trompé danpplecation
de l'algorithme : en effet, les arétes ..., g, fj étant dans 'arbré,, elles n’engendrent pas de
cycle et donc I'examen degavant celui dey.; aurait di aboutir a la sélection flece qui ne
fut pas fait.
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Indications pour I'implémentation de I'algorithme

Avant de choisir les structures de données nécessailimplémentation, nous devons
d’abord résoudre le probleme suivant : commentroéter si une aréte choisie a I'étape
forme un cycle avec les arétes préecédemment chdisie

Une solution pour résoudre ce probleme est la stédva pour qu'une aréte
{x, y} ferme un cycle, il faut que précédemment sesémities aient été reliées par une
chaine, et donc aient été dans une méme composantexe. Nous allons donc gérer
I’évolution des composantes connexes, au fur eeaume du choix des arétes. Initialement,
lorsque le graphe partiel ne contient aucune acdi@gue sommet constitue une composante
connexe et nous initialisons, pour chaque sommeth indice a cette valeur Chaque fois
gu’'une aréte X, y} est candidate, on compare les valeurs des indleesety. Si elles sont
égales, c'est que les deux sommets sont déja danérhe composante, I'aréte §} créerait
donc un cycle et par conséquent on ne la retient pgnon on garde I'arétex{y} et on donne
comme valeur a l'indice associéy&elle de l'indice associéx ainsi qu’a tout sommet qui
avait auparavant le méme indice quén peut bien sar intervertir ici le role dest celui de
y), ceci voulant dire que tous les sommets de lapomante connexe deet de la composante
connexe degy, aprés le choix de l'arétex{y}, forment désormais une seule composante et
portent donc tous le méme indice de composanteex@nn

Une structure de données raisonnable semble étréahieau (appeléCC dans la
présentation qui suit) d’entiers associés aux sasimemerotés de lraet qui tiendra a jour
les indices des composantes connexes associésamptets. Par ailleurs, nous représentons
le graphe, donnée du probleme, par un tabaontenant les arétes, rangées par ordre de
poids croissants. Enfin le résultat, c’'est-a-dilsbre couvrant de poids minimum, sera
représenté par le tabledude ses — 1 arétes. L’'algorithme de Kruskal peut alorg &écrit
de la facon suivante.

 Trier les arétes par poids croissants et les rastmyesA selon cet ordre
» pouri qui varie de 1 a— 1, faireCC(i) < i
e compteurT— O
compteurA-~ 1
tant quecompteurT<n — 1, faire
= soit {x, y} 'aréte A(compteurA
» compteurA—~ compteurAt+ 1
» SiCC(x) # CC(y), alors
- compteurT— compteurT+ 1
- T(compteur) — {x, y}
- auxiliaire — CC(y)
- pouri qui varie de 1 a, faire
si CC(i) = auxiliaire, alorsCC(i) — CC(x)

Complexité de I'algorithme

On doit commencer par trier les arétes du graphmeppils croissants, ce qui nécessite
O(m.logom) opérations élémentaires, ou est la taille du graphe. Les autres initialisation
peuvent se faire a I'aide de@pérations €lémentaires.

Chaque fois qu'on examine une aréte candidate, @h @bmparer les indices de
composante connexe de ses extrémités. En cas ittegal la refuse ; on fait alors O(1)
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opérations élémentaires par aréte rejetée. Au aogtrsi les numéros sont différents, on
adopte l'aréte ; on doit alors mettre a jour letidas des sommets et pour cela effectuer) O(
opérations élémentaires par aréte retenue ; og dewons retenin — 1 arétes. On doit donc
effectuer Of2) opérations élémentaires pour fes 1 arétes retenues et au plusipgour les
arétes rejetées, soit au totah@)(opérations élémentaires pour cette partie.

On voit donc, en tenant compte du tri initial, daeomplexité de I'algorithme de Kruskal
est en Of2 + m.logom), ou encore en @¢.logyn) si I'on considére des graphes pour lesquels
m est de I'ordre de2.

VI1.4.5. Algorithme de Prim

Principe de I'algorithme

Nous allons maintenant décrire un autre algorithdiea Prim, qui permet également de
trouver un arbre couvrant de poids minimum, em2Dppérations, et cela sans qu'il soit
nécessaire de trier les arétes.

Le principe de l'algorithme de Prim est le suivanh étend de proche en proche un arbre
couvrant une partie des sommets du graphe, egradigi un sommet supplémentaire a chaque
étape, et en prenant pour cela, a chaque étap&el’la plus Iégére parmi celles qui joignent
I'ensemble des sommets déja couverts a I'ensen@sisammets non encore couverts.

Si on analyse cette version brute de l'algorithihest facile de se convaincre que le
nombre d’opérations élémentaires a effectuer esfodére de n3, en tous cas lorsque le
graphe sur lequel on travaille est le graphe comple effet, a I'étapé, lorsque nous avons
déja choisik — 1 arétes, le cardinal de I'ensemble des somemiserts esk, celui des
sommets non couverts ast-k, et le nombre d’arétes entre ces deux ensemblesrdmets
estk.(n — k). Déterminer 'aréte de poids minimum entre lesxdensembles de sommets
co(te par conséquehkin —k) — 1 comparaisons, d'ou le résultat annoncé lardaun fait la
somme de ces quantités pawariant de 1 & — 1.

Nous allons voir qu’on peut ramener la complexad'dlgorithme a Of2).

Description de l'algorithme

On appelleSles sommets de I'arbre en cours de constructiam etotep(x, y) le poids de
l'aréte {x, y}. A chaque étape, on adjoint&un sommet. A une étape donnée, appeRns
I'ensemble des sommets non encore dans chagque sommet de R on associg@rochex),
c’est-a-dire le sommet dequi est tel que le poids de I'ar§te proch&x)} soit minimum sur
I'ensemble des sommets 8e ce poids est dit « distanceadfx) dex aS On choisit alors de
faire entrer danSle sommek deR dont la distancd(x) a S est minimum. Ce sommet sera le
pivot de I'étape suivante. On met ensuite a jour lethats des sommetsqui restent danR
et qui sont voisins dgivot, en comparant I'ancienne distard{g) dez aS a la nouvelle fagon
d’atteindrez a partir depivot : si p(pivot, 2) est plus petit que I'actuelle valeur dg), alors
prochd&z) prendpivot comme valeur, ed(z) recoitp(pivot, 2).

L’algorithme de Prim peut alors étre décrit dedaedn suivante.
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S « {Xg}, oU Xgest un sommet quelconque

pivot — {Xo}
pour tout sommet autre quexg, faired(x) — +oo
pouri qui varie de 1 a— 1, faire
* pour tous les sommets/oisins depivot qui ne sont pas dai@faire
- sip(pivot, z) <d(2) alors

proch€z) — pivot

d(2 ~ p(pivot, 2)
= parmi les sommets qui ne sont pas dgndéterminer un sommeivot qui réalise le

minimum des valeurs d

= ajouterpivot et I'aréte {ivot, proche(pivot)} a S

Preuve de l'algorithme

Elle est laissée en exercice, et nous suggéronpnenwe par I'absurde, aussi proche que
possible de la preuve de I'algorithme de Kruskal.

Indications pour I'implémentation de I'algorithme

Le choix de la représentation en machine du gr&pbkst lié a la densité (rapport entre la
taille et I'ordre) deG. L'arbre résultat sera codé comme le tableau deas#tes. La fonction
prochesera par exemple codée dans un tableau indidégpapms des sommets du graphe, si
le langage le permet.

Complexité de I'algorithme

Il est facile, a l'aide de la présentation de l@ithme de Prim donnée plus haut, de
montrer que I'application de cet algorithme peutfage a l'aide de Q@) opérations
élémentaires.

En effet, les initialisations (les trois premierégnes) nécessitent @) opérations
élémentaires, la partie la plus longue étant icitlalisation ded. D’autre part, on passe
exactemenin — 1 fois dans la boucle qui commence par « pgowr; il suffit donc de
déterminer la complexité d'un passage pour obteeir, multipliant celle-ci pam, la
complexité de la boucle entiére. Or, potixé (et donc ausivot fixé), il y a au plusn— 1
sommetsz voisins depivot dont il faut mettre a jour les attributs ; cettésena jour, poue
fixé, demande O(1) opérations élémentaires, d’'on) @bur la boucle qui commence par
« pour tous les sommegs» ; la détermination du sommeivot suivant revenant au calcul
d’'un minimum parmi au plus valeurs, cette partie peut se faire em)Qnfin la mise a jour
deT nécessite O(1) opérations élémentaires. Un paskagela boucle dépendantide donc
une complexité en @J, et de ce fait la complexité de la boucle congpkst Of2), ce qui
donne aussi la complexité de I'algorithme toutemti



VI.5. Exercices

Exercice 1

Prouver qu'un graph& de degré minimum (c’est-a-dire le minimum des dspd > 2
contient au moins une chaine élémentaire de longuembre d’arétes) supérieure ou €gale a
det un cycle élémentaire de longueur supérieurégaile a0+ 1.

Exercice 2

Montrer que dans un graphe non orienté le nombreodemets de degré impair est pair.
En déduire qu’il n'existe pas de graphe cubiquegiea-dire un graphe dans lequel tout
sommet est de degré 3) d’ordre 5.

Exercice 3

Prouver que, pour un grapl d’'ordren, il y a équivalence entre les six propositions
suivantes :

(@) G est un arbre ;

(b) G est connexe et est de tatfie- 1 ;

(c) G est sans cycle et est de taille 1 ;

(d) G est connexe et la suppression d’'une aréte queledegdéconnecte ;

(e) G est sans cycle et I'ajout d’'une aréte quelcongée an cycle ;

(f) entre deux sommets quelconques il existe uagneh(élémentaire) unique.

Exercice 4

Déterminer un arbre couvrant
de poids minimum du graphe
ci-contre :

a) dabord & Tlaide d&
I'algorithme de Kruskal ;

b) puis a l'aide de celui de
Prim.

Exercice 5

Prouver I'algorithme de Prim.



VII. Problemes de plus courts chemins

VII.1. Définition des différents problemes

VII.1.1. Définitions nécessaires a ce chapitre

Soit G = (X, U) un graphe orienté que nous supposons valué-a‘dse qu’'on a défini
une applicatiorp deU dans R, appelée poids ou longueur ou codt ou.agpellecheminune
suitex; e X & ... &1 Xcde sommets; (1<i<Kk) etdarcsg (1<i<k-1) telle que 'arg
ait pour originex; et pour extrémité;.;. On appelle poids du chemin (ou longueur du chemin
ou...) la somme des poids des arcs du chemin. Pellapchemirélémentaireun chemin qui
n'utilise pas deux fois le méme sommet. Cincuit étant un chemin dont les extrémités
coincident, on appellercuit absorbantun circuit tel que la somme des valuations deases
Soit strictement négative.

On appelleacined’un grapheG orienté un sommettel qu'il existe un chemin dea tout
sommet d&5. On appellearborescencele racing un graphe orienté tel que :

* le graphe non orienté sous-jacent (c’est-a-diteraben oubliant les orientations) est
un arbre ;

e pour tout sommeg, I'unique chaine entre et x du graphe non orienté sous-jacent
correspond a un chemin deersx dans I'arborescence.

Exemple d’arborescence de racine

Parmi les caractérisations possibles d'une arberescfigure la proposition suivante : un
graphe orientéA est une arborescence de rading et seulement si le graphe non orienté
sous-jacent est un arbre avec de pife) = 0 etd+(x) = 1 pour tout sommetdifférent der.

On connait donc une arborescence lorsque I'on égnpaur chague sommet, son pére
dans l'arborescence.

REMARQUE LIMINAIRE

Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire@isine nous posons pas de probleme
d’existence de chemins, d'un sommet vers un aouegd’'un sommet vers tous les autres.
Nous supposons qu'’il en existe. Ceci n'est pasilist® car nous pouvons toujours considérer
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que nous travaillons dans le graphe complet oriéiétout sommet part un arc vers tout
autre sommet). En effet, seuls les plus courts ailemous intéressant, nous pouvons
toujours, s’il n’existe pas d’arc deversb, en ajouter un de longueur (ou poids...) « infiie

Il y a alors équivalence entre le fait gqu'il n’ebdgpas de chemin deversy dans le graphe
initial et le fait que, dans le graphe complétélles court chemin deversy soit de longueur

« infinie ». Cette hypothése simplifie considéraidat les énonces.

VII.1.2. Problémes

On peut considérer les six problémes suivants :

PROBLEME 1

Etant donnés deux sommetsety, trouver un chemin de poids minimum, ou plus court
chemin, dex ay.

PROBLEME 2

Etant donné un sommet trouver un plus court chemin o tous les sommets du graphe
ou encore, de facon équivalente, déterminer uner@sbence de racing couvrant les
sommets du graphe et constituée de plus courtsinha@lex aux autres sommets.

PROBLEME 3
Trouver, pour toute paire de sommetsty, un plus court chemin deay.

Les problémes 1-bis, 2-bis et 3-bis correspondextpaoblemes 1, 2 et 3 respectivement :
il suffit de remplacer le terme « chemin » pardene « chemin élémentaire » et nous allons
tenter d’expliquer ce que cela induit sur les peaigs.

Si un graphe contient un circuit absorbant, leblgmes 1, 2 et 3 peuvent tres bien ne pas
avoir de solution finie, puisqu'on diminue la lomgw d’'un chemin chaque fois que l'on
utilise un tel circuit.

Inversement, si un graphe ne contient pas de tiatagsiorbant, toute solution du probleme
1-bis (respectivement 2-bis ou 3-bis) est solutarprobleme 1 (respectivement 2 ou 3). La
preuve de ces faits est laissée en exercice (erelfj ainsi que les conditions d’existence de
solutions, dont nous avons annoncé dans la remdnoumaire qu’elles n’étaient pas la
préoccupation essentielle de ce chapitre.

Curieusement, méme s’il existe un nombre infincdemins dans un graphe, puisque rien
dans la définition d’un chemin n’interdit de paspérsieurs fois par le méme sommet ou le
méme arc, lorsqu’il existe des solutions aux pnolge 1, 2, 3, on peut les trouver facilement,
a l'aide des algorithmes que nous allons expliqueer la suite. Par « facilement », il faut
comprendre qu'’il existe des algorithmes polynomjagxe I'on qualifie aussi de « bons
algorithmes », qui permettent de déterminer latsmlucherchée. Au contraire, lorsque les
problemes 1, 2, 3 n'ont pas de solution, alors lggeproblemes 1-bis, 2-bis, 3-bis, en ont
(ceci étant d( a I'existence de circuits absorbdatss le graphe), on ne connait pas de « bons
algorithmes » pour résoudre ces problémes ; endaits ce cas, on ne sait pas résoudre le
probleme plus efficacement qu’en énumeérant toughesins élémentaires et en conservant
le plus court, ou peu s’en faut.

Enfin, dans un autre ordre d’idée, notons que I connait pas, pour résoudre le
probléme 1, de solution bien meilleure que de résole probléme 2.
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Pour résoudre le probleme 3 on peut, soit résoedpeobléme 2 a partir de tout sommet,
c’est-a-diren fois si le graphe est d’ordme soit utiliser un algorithme comme la méthode
matricielle qui est expliquée plus loin.

On voit donc que le probléme 2 est central darcheeitre, c’est de lui que nous traiterons
presque exclusivement dans la suite, sauf dansrfaeie partie consacrée au probleme 3.

Il se trouve gu'il existe deux cas, fort importaets pratique, ou I'on est sdr que le graphe
ne contient pas de circuit absorbant :

« lorsque tous les poids sont positifs ou nuls etdmpose alors de l'algorithme de
Dijkstra ;

* lorsque le graphe est sans circuit, et on dispttss de I'algorithme de Bellman.

Dans le cas général ou on ne peut faire une ddezeshypothéeses, nous ferons appel a un
algorithme qui devra soit donner la solution s’y a une, soit mettre en évidence un circuit
absorbant s’il en existe.

VII.2. Plus courts chemins d’'un sommet a tous lesudres :
cas des valuations positives

VIl.2.1. Motivation

Trouver un routage dans un réseau, c’est trouxar fut couple de sommets §), un
chemin dex versy, chemin suivant lequel transiteront les messageke® trames. Un des
routages les plus simples, dit de plus courts chemionsiste a choisir un « plus court
chemin » dex versy. La longueur d’'un arc dépend de la modélisatiomswerée, mais il est
fréquent d’obtenir des valuations positives, pamnegle pour représenter un temps ou un co(t
de transmission.

VIl1.2.2. Algorithme de Dijkstra

Principe de I'algorithme

On étend une arborescence initialement réduiteead gagnant a chaque étape un sommet
non encore couvert et un arc dont ce sommet estrémité, l'origine étant déja dans
I'arborescence. L'ensemble des sommets couvert$gshorescence a une étape donnée est
notéA. A la fin de I'algorithme, cette arborescence dmrpour chaque sommetu graphe,
un plus court chemin deax et est appeléarborescence des plus courts chemins de rEnx.
fait, on définit deux fonctions sur 'ensemble desnmets : une fonctiory a valeurs réelles,
et une fonctiorpere a valeurs dans les noms de sommets. Si on apjfiEiarced’'un sommet
r aun sommeix la longueur d’'un plus court chemin de& x, a la fin de I'algorithmeztx)
donne la distance deax etpérdgXx) le pére dex dans I'arborescence des plus courts chemins
der ax (péergr) n'est en fait pas défini) ; a une itération goelgue,7£x) donne la longueur
d’un plus court chemin deax n’utilisant comme sommets intermédiaires que adasnsets
déja dand\, etpergx) désigne le prédécesseundsur un tel chemin.

Pour a la fois faciliter la compréhension de l'aitfone de Dijkstra et en permettre la
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preuve, nous insérons des assertions (écrites aliqués et entre parenthéses) dans la
description de [lalgorithme indiquée ci-dessousseda®ns que nous prouverons par
récurrence sur l'indicgd’étape.

A« {r}
pivot — r
7T(r) <0
pour tout sommet différent der, fairez(x) — o
pourj variant de 1 & — 1, faire
* pour tout sommet non encore dans et successeur gevot, faire
- siz(pivot) + p(pivot, y) <x(y), alors
n(y) — =(pivof) + p(pivot, y)
pergy) — pivot
(assertion 1 : pour tout sommet y non dans A, esdilste au moins un arc dont
I'origine est dans A et dont I'extrémité est y,an

n(y) = min o [a(x)+p(x.y)

XA et (x,y) a
et pere(y) est un sommet de A qui atteint ce mmimu
= chercher, parmi les sommets non dangn sommey tel quer(y) soit minimum
* pivot « y
(assertion 2 :7€pivot) est la longueur d’'un plus court chemin dearpivot et
pére(pivot) est le prédécesseur de pivot dansu®gdurt chemin)
* A « A (pivol)

Preuve de I'algorithme

Nous appelons « étape I'ensemble des instructions faites pour la vajedur parametre.

Nous montrons, par récurrence sur le numéro d'égpe les assertions sont vérifiées au
moment ou elles sont énoncées pour toutes lesseiapen — 1.

Pourj = 1, l'assertion 1 est trivialement vérifiée. Pquouver I'assertion 2, il suffit de
remarquer que, tous les poids étant positifs,ut,fd’apres le choix dpivot, parcourir une
distance d’au moingpivot) pour aller de a un quelconque autre sommet.

Soit maintenan vérifiant 2<j <n- 1 ; nous supposons les assertions 1 et 2 \@sifiéur
les étapes de numeéro strictement inférieyred on considére I'étape L'assertion 1 est
trivialement vérifiée : I'actualisation qui la pé&le assure directement la propriété énoncée.
Pour prouver I'assertion 2, remarquons qu’il déeade I'hypothese de récurrence que, pour
tout sommetx de A, 7£X) est la distance de a x (pivot n’est pas encore daWsquand on
rencontre I'assertion 2 a I'étape Si, partant de, on se propose de sortir de I'ensemblen
doit parcourir un chemin allant du somme& un sommek de A (chemin de longueur au
moins 7£x)) suivi d’'un arc X, y), ouy n'est pas dang ; on aura alors parcouru, d’apres
I'assertion 1, une distance d’au moirfy), et donca fortiori, d’apres le choix deivot, une
distance d’au moingpivot) : sortir deA en partant de colte au moingg{pivot). Ainsi, les
longueurs étant positives, tout chemin ayant sgging enr et son extrémité non daAsaura
une longueur d’au moingpivot) : la distance de a pivot vaut donc au minimunipivot).
Or, le chemin de longueur minimum qui, dafsjoint r a pergpivot) prolongé par I'arc
(pergpivot), pivot) est de longueur{pivot). D’ou I'assertion 2.
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Complexité de I'algorithme

A chaque étape, I'actualisation de la fonctiorimplique O@*(pivot)) calculs qui sont
chacun en O(1) (od*(x) représente, rappelons-le, le nombre d’arcs ayaoimme origine).
Le pivot décrivant successivement tous les somdhegraphe, on a au total pour cette partie
un nombre d’opérations élémentaires en :

0( 2 d+(x)j,
x OX
soit Ofm), mreprésentant le nombre d’arcs.

D’autre part, & chaque étape, on doit détermineniltmum d’un ensemble dgvaleurs,
ou g décroit den — 1 a 1, sh est l'ordre du graphe, ceci pouvant se faire @d'ale OQ)
opérations élémentaires. Par conséquent, on eff@ctur cette partie

(n-1
OLq 1qj

L’algorithme de Dijkstra a donc finalement une cdewgié qui est en @@).

IMI

opérations élémentaires, soitr)(

Compléments autour de cet algorithme

Voir les exercices 3 et 4.

VII1.3. Plus courts chemins d’'un sommet a tous lesudres :
cas des graphes sans circuit

VII.3.1. Motivation

Un probleme d’ordonnancement de taches peut seidéfimme suit : supposons que pour
réaliser un travail complexe on doive avoir merm@eq un certain nombre de taches, dont les
périodes d’exécution ne sont pas indépendantespean effectuer les taches en paralléle,
mais certaines d’entre elles doivent étre aches@ast que d’autres puissent commencer. Le
probléeme est alors de savoir quand on peut et qoandoit commencer les taches pour
achever I'ensemble du travail « au plus tot ». @atpnodéliser ce probléme en utilisant un
graphe orienté. Les sommets de ce graphe représéegaaches. Un arc deversb indique
que la tache doit étre achevée avant que la tabhe commence. On porte sur I'ag; i) la
durée de la tacha. Enfin deux sommets, que nous appellerdébutet fin, modélisent le
début et la fin du chantier. Bien entendu il y aarn entredébutet toute tache, de durée
nulle ; de méme qu'il y en a un de toute tache fiarsportant la durée de cette tache. Etant
donné un chemin de longueur maximdedébuta fin, comme toutes les taches qui figurent
sur ce chemin doivent étre achevées pour que Vailtrsoit terminé, la durée minimum du
chantier ne peut étre inférieure a la longueuraehemin. Réciproquement, si on commence
toute tache dés que possible, la durée totale m@e s supérieure a cette longueur. Pour
déterminer la durée minimum totale du chantier,sndavons donc chercher un chemin de
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longueur maximum dans un graphe qui doit étre sar@iit. L'existence d’un circuit
implique en effet que le travail est irréalisableu que des contraintes inutiles et nuisibles ont
été introduites.

Résoudre le probléme de la recherche d'un chemidodgueur maximum revient a
résoudre le probleme de la recherche d’'un chemimodgueur minimum dans le graphe
obtenu en remplacant toutes les longueurs par lEppssées. Si le graphe est sans circuit,
cette opération ne risque pas d’introduire de dirosorbant. Le probléme proposé aura donc
des solutions, et un algorithme efficace pour souélre est I'algorithme de Bellman.

VI1.3.2. Algorithme de Bellman

Principe de I'algorithme

On opére sur I'ensemble des sommets du gr&phme opération qu’on appelle un
topologique c’est-a-dire que I'on numérote les sommets 1,.2) de telle facon que tous les
antécédents du sommet de numgm@ent des numéros inférieursj dnous verrons, dans
I'exercice 5, que cela est possible si et seulersed graphe est sans circuit). Une telle
numérotation est appeléeumérotation topologiqueNous noteronsnum(x) le numéro
topologique du sommaet

On suppose que I'on cherche a résoudre le probRBeme@artir de. D’'apres la définition
de la numérotation topologique, le sommet de numémologique 1 n’admet aucun
antécédent et n'est donc extrémité d’aucun chelm@rsommet étant par hypothese racine
du graphe, on a nécessairenmmaunt(r) = 1.

On opére comme dans l'algorithme de Dijkstranen 1 étapes, en grossissant, a chaque
étape, d’'un sommet et d'un arc une arborescencel’dasemblede sommets est initialement
réduit ar : siy est un sommet différent de I'arc de I'arborescence d’extrémitéa pour
origine le sommet notgergly).

» déterminer une numérotation topologiquen
d 7T(r) ~0
* Pour tout sommet différent der, fairez(x) — o«
* Pouri qui varie de 2 a, faire
» soitx le sommet de numéro topologiguenum(x) =i

« 11(x) « min{n(y) + p(y,x) poury tel quenum(y) < i et (y, x) arc}
» Si le minimum ci-dessus est réalisé grace au samnaéorspergx) — y

Complexité de I'algorithme

La méthode expliquée dans I'exercice 5 pour détemiine numeérotation topologique est
un algorithme dont le nombre d’opérations est néajpar K.n2, ou K est une certaine
constante : il est en 6X).

Le sommet de numéro topologiqguayant au plus — 1 antécédents, la détermination de
« son pére dans l'arborescence » nécessite awDfiluspérations élémentaires et I'ensemble

n
des recherches, sur tous les sommets du graphssitéatonc au plus (Oz ij :
i=1
c’'est-a-dire O@?), opérations élémentaires.
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Cet algorithme est donc lui aussi un algorithmeypoimial, en O2).

Preuve de I'algorithme

Si I'on remarque que, pour tout chemin de&u sommetx de numéro topologique
I'antécédent dex sur ce chemin a un numéro topologique stricterdétieur ai, la preuve
devient immédiate en procédant par récurrenceindide i d’étape.

VIl.4. Plus courts chemins d’'un sommet a tous lesudres :
cas général

VIl.4.1. Motivation

Lorsque I'on modélise un probleme de nature écoqu&)i la valuation des arcs
correspondant a la notion de colt (ou symétriguémermprofit) peut, dans un méme énoncé,
avoir des valeurs positives ou négatives suivanales : nous en verrons un exemple dans
I'exercice 6. La recherche de plus courts chemarsdin graphe avec des circuits et des arcs
de valuation quelconque peut donc se poser diresctem

VIl1.4.2. Algorithme de Ford

Le but de cet algorithme est de mettre en évidesiteen existe un, un circuit absorbant
dont on puisse atteindre un sommet par un chenonigitie r, et sinon de donner une
arborescence de plus courts cheming detous les sommets que I'on peut atteindre par un
chemin a partir du sommet

Principe de I'algorithme

Cet algorithme fonctionne par étapes. A I'étamn cherche, devers tout sommet deG,
un plus court chemin ayant au pkiarcs, et la longueur d’un tel plus court chemian®un
graphe d’ordren, les chemins élémentaires ont au pius 1 arcs ; I'ensemble des longueurs
des plus courts chemins trouvées a I'étapel doit donc étre identique a celui de I'étape
sauf si les chemins que I'on construit ne sonttpas élémentaires, ce qui implique que le
graphe contient un circuit absorbant (auquel cagsdeleme n’est pas borné inférieurement).
Pour savoir si on est dans un tel cas, on utilesesda description ci-dessous un booléen,
changementqui indique si le passage He- 1 ak fait varier la longueur d’au moins un des
chemins qu’on détermine. Si, quakgaut au plus, aucune distance n’a variée par rapport a
I'itération précédente, alors le graphe ne conted de circuit absorbant et les dernieres
distances calculées donnent la longueur des plugscohemins issus de Si au contraire on
constate encore des changements bien kyuaille n, alors c’est qu’il existe un circuit
absorbant et les distances calculées ne peuventd@isidérées comme les longueurs des plus
courts chemins.

Dans la présentation qui suit, on constatera qoe; phague sommet on n'utilise que
deux valeurs consécutives de la suitst(x)(x). On peut donc modifier I'algorithme de fagon
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a consommer moins de place mémoire. On peut méaneasger pour ne manipuler qu’un
seul tableaulist en remplacant, dans le calcul du minimum ci-desstist®) et distk-1) par
dist, ce qui permet simultanément d’accélérer l'algoné et d’économiser de la place
mémoire.

k-0
distO)(r) ~ 0
pour tout sommet différent der, fairedistO(x) « oo
répéter
» changement- faux
* k — k + 1
* pour tout sommey, faire

- dist(k)(x) Min{dist(k—l)(x), Min dldist(k—l)(y) + p(y,x)]}

y prédécesseur
- si disttk-1) (x) # dist(k)(x), alors
perdXx) — y*, ou y* est un prédécesseur dequi réalise le minimum
précédent
changement- vrai
* jusqu’ak =n ouchangement faux
» sichangement vrai, il existe un circuit absorbant accessidapuisr

Preuve et complexité de I'algorithme

La preuve de l'algorithme découle du principe émomius haut et peut se faire par
récurrence.

Pour le calcul de la complexité, constatons qumlzcle « répéter » est exécutée au plus
fois. Or, un passage dans la boucle est em)3{ on dispose d'une structure de données
appropriée (liste des prédécesseurs pour chaquene®m pourx fixé, la recherche du
minimum qui définitdist(k)(x) peut se faire en @(x)), d'ou le résultat puisque la somme
des demi-degrés intérieurs vaut Au total, la complexité de I'algorithme de Forst éonc
enO(n.m).

VI1.4.3. Algorithme général de Ford-Dantzig

Principe de I'algorithme

On part d'une arborescengede racing et d’'une fonctionr définie sur les sommets telles
gu'on aitz(r) = 0 et, pour tout arcs(t) de A, z(t) = z(s) + p(s, t). Une telle arborescence et
une telle fonction peuvent par exemple étre détegss par I'algorithme de Dijkstra.

On cherche alors s’il existe un ardk, (I) non dans larborescence, tel que
z(1) > z(k) + p(k, 1). Tant qu’il existe un tel ardk(l), on ajoute cet arc A Si on crée ainsi un
circuit, ce circuit est absorbant, on arréte. Sjnmm supprime de l'arborescence I'arc qui
précédemment entrait énon diminue, pour tous les descendants digns I'arborescence (y
comprisl) la valeur der de :

(1) = [x(K) + p(k, 1)].
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Preuve de l'algorithme

A tout moment, la valeur de(z) pour un sommet quelconque du graphe représente la
longueur du chemin deaz sur I'arborescence.

A chaque étape, la somme dgg) sur tous les sommets décroit strictement : opewt
donc retrouver deux fois la méme arborescence,uc@muve entre autres la finitude de
I'algorithme.

Montrons que si I'adjonction de 'ar&,() aA crée un circuit, ce circuit est absorbant :
* pour tout arcX, y) de ce circuit déja dams on ax(y) —z(X) = p(X, y) ;
» pour l'arc k, 1), on ax(l) —z(k) > p(k, I).

Sommant ces relations pour tous les arcs du cir@aitrouve 0 >p(circuit).

Enfin, supposons qu'il n’existe plus aucun ak¢ Ij non dans l'arborescence, tel que
z(l) > z(K) + (k, 1) et que, néanmoins, il existe un cher@ier a un sommex de longueur
strictement inférieure &Xx) ; on ne peut pas avoiKr) < 0, car sinom aurait été descendant
dans l'arborescence, ce qui ne peut se faire. iitexdonc un arcu( v) de C tel que la
longueur de la portion dg allant der au soit de longueur au moins égalefa) alors que la
longueur de la portion dé allant der av est de longueur strictement inférieurefs) ; cela
implique :

7v) > 7{u) + p(u, V).
L’arc (u, v) devrait entrer dans I'arborescence, d’ou uneradittion.

En conséquence, si l'algorithme s’arréte sans quy’ilait eu création de circuit,
I'arborescence donne bien les plus courts chengmsadous les autres sommets.

On laisse au lecteur le soin de trouver un algor@tpermettant de tester, étant donné une
arborescencA et un aray, si I'adjonction deu a A crée un circuit.

VII.5. Plus courts chemins de tout sommet a tout somet :
cas général

Donnons tout d’abord une définition utile pour celgeme. Un graph@ est ditfortement
connexesi, pour toute paireX y} de sommets, il existe un chemin geersy et un chemin
dey versx.

Pour terminer ce chapitre, nous décrivons maintefealgorithme de Dantzig qui permet
de résoudre le probléme 3 dans un graphe fortegmmexe, autrement qu’en résolvant
successivement le probleme 2 a partir de tousolesnets du graphe. On fait I'hnypothese que
le grapheG est sans circuit absorbant.

Principe de I'algorithme

Ayant numéroté 1, 2, .n les sommets du graphe, on construit successiveegntatrices
D& dont I'élément de l#€ ligne etje colonne (1<i <k, 1<j <Kk) représente la plus courte
distance dé aj dans le sous-graphe engendré pak lgemiers sommets. On fait I'hypothése
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simplificatrice que tous les arcs existent, quattgjouter les arcs manquants en leur attribuant
un poids infini.

On poseD()(1, 1) = 0. La construction de la matrio&*1) a partir de la matricB® utilise
les formules suivantes &k<n-1):

* pour 1<i <k : Dk+1)(i, k+1) = _Dlﬂink}{ DK, j) +p(, k+1} ;
jo{a.-..,

* pour 1< <k: DL, ) = Min  {p(krL,j) + DG, i}
i{1,...,

e Dk )(k+1,k+1)=0;
e pourl<i<ketl<j<k:
DKk+1)(i, j) = Min{D(K (i, j), Dk+1)(i, k + 1)+ D(k+1) (k +1, })}.

La matriceD( donne les plus courtes distances entre tout calgpf®mmets.

La preuve et le calcul de la complexité de cetrtigme font I'objet de I'exercice 7. Nous
laissons au lecteur le soin d’améliorer I'algorithpour :

* obtenir les plus courts chemins en plus des mustes distances ;
« traiter le cas général en détectant, s'’il en exish circuit absorbant.

VII.6. Exercices

Exercice 1

Prouver les théoremes suivants :

Théoreme 1.Une condition nécessaire et suffisante pour quprébléme 1 ait une
solution est que I'ensemble Y des sommets quaslantois des descendants de x (c’est-a-
dire des sommets situés sur des chemins d’origmex|ui-méme) et des ascendants de y
(c’est-a-dire des sommets situés sur des chemadrdmité y ou y lui-méme) soit non
vide et que le sous-graphe induit par Y soit sar@uit absorbant. Si ces deux conditions
sont satisfaites, les solutions du probleme 1 fi@erént des solutions du probléme 1-bis
gue par I'éventuelle adjonction a celles-ci de uits de longueur nulle.

Théoréme 2.Une condition nécessaire et suffisante pour quprtleme 2 ait une
solution est que x soit racine du graphe et qugrkphe ne contienne pas de circuit
absorbant. Si ces deux conditions sont satisfaiésssolutions du probleme 2 ne différent
des solutions du probléme 2-bis que par I'éventuatljonction a celles-ci de circuits de
longueur nulle.

Théoréme 3.Une condition nécessaire et suffisante pour quprtbleme 3 ait une
solution est que le graphe soit fortement connéxgue le graphe ne contienne pas de
circuit absorbant. Si ces deux conditions sontséaities, les solutions du probleme 3 ne
difféerent des solutions du probleme 3-bis que pérentuelle adjonction a celles-ci de
circuits de longueur nulle.
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Exercice 2

Un étudiant souhaite voir le soleil de minuit ses fjords de Norvege. Il décide donc de se
rendre a Rana, charmante petite ville située, conimaeun sait, a proximité du cercle polaire,
sur la c6te norvégienne. Aprés avoir fait le toeigdielques compagnies, il a recensé plusieurs
connexions aériennes possibles lui permettanted’dé Paris a Rana ; il les a représentées a
I'aide du graphe suivant.

Les valuations portées sur les arcs correspondenéraps nécessaire (en heures) pour
parcourir ces arcs, compte tenu des éventuels tdmpansit pour les escales.

Notre voyageur ne possédant qu’un faible nombrews de vacances, nous allons l'aider
a déterminer le chemin le plus rapide pour se eerdé Paris a Rana : que donne ici
I'algorithme de Dijkstra ?

Hambourg 1 Stockholr

Londres Edimbourg
Exercice 3

Comment modifier I'algorithme de Dijkstra lorsquen’est pas nécessairement racine du
graphe pour trouver les plus courts cheminx detous les sommets que I'on peut atteindre
par des chemins a partir 8&

Exercice 4

Montrer, a l'aide d’'un exemple, que, lorsque leglpgeuvent étre négatifs, I'algorithme
de Dijkstra ne donne pas nécessairement les plugscahemins. Que donne toujours
I'application de cet algorithme ?

Exercice 5

a. SoitG = (X, U) un graphe orienté sans circuit. Montrer ghigpossede un sommet de
demi-degré intérieur nul.

b. On appelle numérotation topologique des somutiets grapheG une bijectiomnumde
X dans {1, 2, ..., 4|} vérifiant : U (x, y) O U, numX) < nun(y). Donner une condition
nécessaire et suffisante pour gei@dmette une numérotation topologique (pour moroer
la condition est suffisante, on établira un aldoné exhibant cette numérotation).
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Exercice 6

L’histoire se passe dans un ensemble de sept paggiriaires :PAYS-BAS, BELGIQUE,
ALLEMAGNE, SUISSE, ITALIE, ESPAGNERt FRANCE. Dans chacun de ces pays, le beurre a un prix
différent : certains de ces pays surproduisenyjtcea doivent importer. Le gouvernement de
chaque pays décide de créer un organisme dontdeesd d’aider les échanges. Pour cela,
dans un premier temps, chaque pays passe un ammordercial avec chacun de ses voisins
fixant des aides pour I'exportation vers des pagficlaires et des taxes pour I'exportation
vers des pays surproducteurs.

Ceci peut se résumer en deux tableaux, les codis ébnnés en milliers de francs pour
20 tonnes transportées. Le tableau 1 est celuiades T représente la taxe payée pour
passer du payisau payy ; le tableau 2 est celui des aides : le productsgeitA; s'il exporte
dei versj. S’il N’y a ni aide ni taxe, on supposera qu'il ridypas d’échange possible.

P-B B A S F E
P-B
B 15 8 22
Tableau des taxes A b 5 15
S 5
I 15 8
F
5
P-B B A S F E
P-B 15 5
B
Tableau des aides A 10
S 5 15
I
F 10| 15 5 8 5

Par ailleurs le transport du beurre colte lui-m@&mecertain prix, précisé dans le tableau
suivant et exprimé dans la méme unité que poutdes tableaux précédents.
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P-B B A S F E
P-B
B 2 2
Tableau des codts A A 3 3 4
S 3 2 5
I 2 6
F 2 4 5 6 6
6

a. Modéliser le probléme sous forme d’'un probléemeldis court chemin dans un graphe
orienté valué.

b. Résoudre le probléme de l'exportation du bedes PAYS-BAS vers ESPAGNE Que
remarque-t-on ?

c. Que se passe-t-il si une commission des 7 dé@déduire a 10 milliers de francs pour 20
tonnes l'aide a I'exportation du beurre dekaNcE vers I'ALLEMAGNE ?

Exercice 7

Prouver l'algorithme de Dantzig et calculer sa ctaxipe.






VIIl. Parcours de graphes

Les parcours de graphe servent de base a bon natidgerithmes. lls n'ont pas une
finalité intrinseque, ce qui les distingue d’algomes déja vus dans cet ouvrage, tels qu’un
algorithme de recherche d’'un arbre couvrant de gpaihimum ; en revanche, ils doivent
respecter certaines conditions, que nous verrarsslpin.

Le plus souvent, un parcours de graphe est un potit étudier une propriété globale du
graphe : le graphe est-il connexe ? est-il bigatth graphe orienté est-il fortement connexe ?
guels en sont les points d’articulation ? un certiat est-il maximum ?...

Nous distinguerons deux types de parcours de gsagle parcours « marquer-examiner »
et les « parcours en profondeur ».

VIII1.1. Définition d’'un algorithme de « parcours de
graphe »

Nous allons définir une sorte de « moule » appelgarcours de graphe a partir d’'un
sommet donné ». C’est a partir de ce moule quepaunra insérer certaines instructions de
facon a utiliser le parcours dans un objectif domN@us traiterons d’abord le cas orienté, puis
le cas non orienté.

VIIl.1.1. Cas orienté

SoitG = (X, E) un graphe orienté etun sommet dé&.

Nous dirons que chague sommet peut étre ou non lgdas « marqué ». Marquer un
sommet, c’est passer son état de « non marquémaliqué ».

Nous utiliserons aussi I'expression « traverseaum» : on ne traversera un axcy() que
lorsquex est marqué traverser un ardX, y), c’est regarder si son extrémyt@&st ou n’est pas
marquée ; aprés avoir été traverseé, un arc prétmt k traversé ».

Un sommetr doit étre choisi comme point de départ du parcouws dira alors qu’'on
effectue un parcours a partir de

L’algorithme définit une application d¥ — {r} dans X, application qui associe xle
sommet que nous appellerqrerex).

Tout algorithme de parcours a partirrdeeut étre décrit de la fagon suivante :

e au départ, aucun sommet n’est marqué
e marquer
« tant qu'il existe un sommet marguéet un arc X, y) non traversé, alors choisir un tel arc
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(%, y), le traverser et, sin’est pas marqué :
* marquer le sommet

» posermperdy) =X
Les différents algorithmes se distinguent par tafede choisir I'arc a traverser.

En général, lorsqu’on utilise un algorithme de pars, on accompagne le marquage des
sommets d’autres instructions utiles a I'objectiupsuivi ; de méme, lorsqu’on traverse un
arc, certaines opérations peuvent étre effectugdsasc traverse.

Proposition et définitions.Si on note M I'ensemble des sommets marqués par un
algorithme de parcours, le graphe A ayant M pouseanble de sommets et pour arcs
les arcs (pére(x), x) pour x dans M — {r} est umbasescence de racine r. Cette
arborescence s’appelle I'arborescence du parcoulss; arcs (pere(x), x) s’appellent
arcs arborescents.

Preuve— Il suffit de prouver que le nombre d’arcs Aeest égal au nombre de sommets
marqués moins un et que, pour tout sommet maxgiléexiste un chemin danms der ax.
Pour prouver ces deux points, notaksle graphe ayant pour sommets I'enseniiledes
sommets marqués aprpgassages dans la boucle « tant que s [§G< |X|) et pour arcs les
arcs pergy), y)) poury dansM, —{r}. On montre alors immeédiatement par récurrencepsur

que :

* le nombre d’arcs d&, est égal au cardinal dé, moins un ;
* pour tout sommet deM,, il existe un chemin dar, der ax.

Nous allons prendre un exemple en inse a
les instructions suivantes

* juste aprés avoir marqué le sommet
colorier en noir

* juste apres avoir traverseé un arc

* S son extrémité n'est pas enc
marquée, alors, le mettre en ¢
(autrement dit, tracer en gras les i
arborescents)

= sinon, le tracer en pointillés
Le graphe considéré est ci-contre.

En utilisant un parcours a partir deon pourra avoir successivement, apres le marquage
dea puis apres chaque passage dans la boucle « &mt:qu



On constate que I'ensemble des arcs
en gras constituent bien une arborescence

de racinea. c
///
7
< e

Enfin, on a clairement la propriété ci-dessouspréuve en est laissée au lecteur.

a
Le résultat final se trouve ci-contre. b /\
h

Propriété. L’ensemble des sommets marqués durant le parcaupartir d’'un
sommet r est 'ensemble des sommets x pour lestj@iste dans G un chemin de r
ax.
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VIII.1.2. Cas non orienté

Soit G = (X, E) un graphe non orienté. Dans un algorithme degoascdanss, tout se
passe comme si chaque aréxe\{ du graphe avait été transformée en deux axcy)(et
(y, X) et qu’on faisait alors un parcours dans le grapienté obtenu. Néanmoins, de facon a
éviter la transformation du graphe en un graphent&, on peut reprendre I'algorithme du cas
orienté pour I'adapter au cas non orienté.

La notion de marquage des sommets est inchang@eardte peut étre traversée a partir de
I'une quelconque de ses extrémités ; son état @dssede « non traversée » a « traversée ».
L’algorithme de parcours a partir d'un sommelevient :

e au départ, aucun sommet n’est marqué
* marquer
 tant qu’il existe un sommet marguéet une arétex, y} non traversée, alors choisir une
telle aréte &, y}, la traverser et, gy n’est pas marque :
* marquer le sommet

= posermperdy) =X
Ona:

Propriété et définitions. Le graphe orienté A dont I'ensemble des sommédts es
'ensemble M des sommets marqués par un algoritdeearcours a partir d’'un
sommet r et I'ensemble des arcs (pere(x), X) padeins M — {r} est une arborescence
de racine r. Cette arborescence s'appelle I'arbecmxe du parcours ; les arcs
(pére(x), x) s’appellent arcs arborescents.

Propriété. L'ensemble des sommets marqués durant le parcoupsrér d’un
sommet r est 'ensemble des sommets x pour lesgjariste une chaine entre r et x.

Cette derniere propriété montre de facon évidentengparcours permet de déterminer les
composantes connexes d’'un graphe et, bien sGrawer si un graphe est connexe ou non.
Pour ce faire, on lance un parcours a partir damraet quelconque ; lorsque ce parcours est
terminé, I'ensemble des sommets marqués constltre Bes sommets d’'une composante
connexe du graphe. Si on a pris le soin de compterombre de sommets marqués, en
comparant ce nombre a I'ordre du graphe, on saitéchatement si le graphe est connexe ou
non. S'’il existe des sommets non marqués, on rdpuarparcours a partir d'un sommet non
marqué et on marque dans ce deuxieme parcour®iesets d’'une deuxieme composante
connexe, et ainsi de suite.

VIIL.1.3. Complexité

Si le graphe est codé par la liste des voisins gdesesseurs dans le cas orienté) de chaque
sommet, un algorithme de parcours de graphe a al@scomplexité au plus de I'ordre du
nombrem d’arcs ou d’arétes du graphe ; I'algorithme es©g¢m). Si le graphe est codé par sa
matrice d’adjacence, I'algorithme est em&)(
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VIII.2. Les parcours « marquer-examiner »

VIIl.2.1. Généralités

SoitG = (X, E) un graphe orienté et[] X. Nous aurons besoin ici d’'une liste difattente
et notéd., qui est au départ vide et qui contiendra des setsim

En reprenant la terminologie du paragraphe prét¢éden définit la procédure
« examiner » de la fagon suivante. Examiner un setrnc’est :

e pour tout arcx, y) :
= traverser l'arcX, y)
* siy n’est pas marqué, alors
- marquery
- poserperdy) =X
- mettrey dans la liste d’attente
Un parcours du type « marquer-examiner » s’énonce :

e marquer et le mettre dans la liste d’atterte
* tant que la liste d’attente n’est pas vide :

= en retirer un sommet

* examineix

Selon I'ordre dans lequel les sommets sont cheisistirés de la liste d’attente, on obtient
un parcours différent. Si on gére la liste d’attert file, on obtient ce qu'on appelle un
parcours en largeur. Ce parcours présente I'avartagnarquer les sommets par « couches »,
d’abord la « couche » 0, constituée du sommet gartlé puis la couche 1 constituée des
sommets a distance 1 ddla distance étant calculée par rapport au nordianes), puis la
couche 2 constituée des sommets a distancer2eti@insi de suite... On remarque que les
arcs pergXx), x) (x # r) forment une arborescence des plus courts chef(parsrapport au
nombre d’arcs) de a tous les sommets du graphe accessibles defegs arcs sont les arcs
dessinés en gras dans l'exemple ci-dessous) ; sdtat se prouve trés aisément par
récurrence.

Si on gere la liste d’attente en pile, on obtient parcours proche du parcours en
profondeur décrit plus loin.

Nous allons illustrer ces deux parcours sur I'exengonsidéré dans le paragraphe ci-
dessus. Nous donnons les arborescences des pagttarslite des états de la file d’attente.
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VII.2.2. Résultat d’un parcours « marquer-examiner »
selon une file : le parcours en largeur

La file d'attente est successivement, au a

départ puis aprés chaque examen de
sommets, et en supposant que les arcs issus @
d’'un sommet sont traversés selon l'ordre

alphabétique de leurs extrémités :
a, bg, of, tfh, he eq ¢, @

Les numéros indiquent l'ordre dans
lequel les sommets ont été marqués.

VIII.2.3. Résultat d’un parcours « marquer-examiner » suivant
une pile

La pile dattente est, au départ puis a
successivement apres chaque examen de sommets,
et en supposant que les arcs issus d’un sommet

sont considérés selon I'ordre alphabétique de leuts g
extrémites :
[e] h

h
SANIN ol NICIGE T e
bJ f e0<—Od
Les numéros indiquent I'ordre dans lequel les @

sommets ont été marqués

VIII.3. Les parcours en profondeur

VIII.3.1. Le cas orienté
Généralités

Un parcours en profondeur & partir d'un sommetppelé en anglaidepth First Search
est notéDFS(r). Ce parcours peut étre décrit de maniere réairsiy itérative ; nous en
donnerons les deux versions. Pour définir le pascb&S(r) de fagon itérative, il faut, a tout
moment de I'algorithme, qu’'un sommet courant seéfird. Au départ, le sommet courant est
le sommetr et seul le sommet est marqué. L'algorithme peut alors s’écrire, deoh
itérative :
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» Tant que l'algorithme n’est pas terminé :
= noterx le sommet courant
= S'il existe un arcx, y) non encore traverse, alors
- traverser l'arcX, y)
- siy n’est pas encore marque, alors
marquery
poserperdy) =X
« avancer » e, c’est-a-dire poser que le sommet courany est
= sinon
- six #r, reculer au pére de c’est-a-dire poser que le sommet courant devient
perex)
- sinon, l'algorithme est terminé
De facon récursive, faire un parcolBSx), c’est :
* marquer le sommaet

» pour tout arcX, y), traverser I'arcX, y) et, siy n’a pas encore été marqué :
* posermerdy) =x
« appliqueDFYy)

Pour faire un parcours en profondeur a partir dgec I'algorithme écrit récursivement, il
suffit alors de poser qu’aucun sommet n’est maejuappeleDFS(r).

EXEMPLE

Reprenons le graphe donné en exemple a
dans ce chapitre pour effectuer le parcours
DFSa) en considérant les voisins
extérieurs d'un sommet donné selon
I'ordre alphabétique.

L’'arborescence du parcours est tracée
en gras.

Les sommets ont été numérotés dans
I'ordre ou ils sont marqueés.

Définitions : numeérotation préfixe, numeérotation fsifixe

Lorsqu’on effectue un parcours en profondeur, art pesocier d’une part ce qu’'on appelle
la numérotation préfixadles sommets, d’autre part mumérotation postfixeles sommets,
appelée aussiumérotation suffixe

Ces numérotations sont définies ci-dessous.

On initialise deux variables entierggé et post a 1. Attribuer son numéro préfixe
(respectivement postfixe) a un sommet, c’est ltecér le numérgpreé (respectivemenpos)
puis incrémenter la variabf@é (respectivemerpos) del.

Dans la version itérative, on attribue le numéréfipe d’'un sommet au moment ou on
marque ce sommet. On attribue le numéro postfise dommet juste avant de reculer de ce
sommet.
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Dans la version récursive, si on veut détermingmiemeérotations préfixe et postfixe, on
récrit DFS(x) de la fagcon suivante :

* marquer le sommaetet lui attribuer son numeéro préfixe

* pour tout arcX, y), traverser I'arcX, y) et, siy n’a pas encore été marque :
» poserperdy) =X
« appeleDFYy)

* attribuer & son numeéro postfixe

La numérotation préfixe obtenue par un parcddiFSa) dans I'exemple du paragraphe
précédent en respectant I'ordre alphabétique esirfgérotation qui a été indiquée ci-dessus.

La numérotation postfixe obtenue
par le méme parcours est indiquée ci-
contre.

VIIIl.3.2. Le cas non orienté
Généralités

Nous reprenons plus rapidement que ci-dessus ceeueEsente un parcours en profondeur
dans un graphe non orienté a partir d’'un sommmearcours not®FSr). Nous n’en donnons
gu’une écriture récursive.

Au départ, aucun sommet n’est marqué ; on appetEr).
Faire un parcourBFSx) a partir d’'un sommex, c’est :

* Marquer le sommet
* Pour toute aréte{ y}, si l'aréte {, y} n’est pas traversée, alors
= traverser l'aréteX, y}
= Sy n'est pas marqué, alors
- poserperdy) =X
- faire un parcourBFS(y)

REMARQUE

On pourrait aussi, si nécessaire, considérer quettaverse chaque aréte deux fois, une
fois a partir de chacune de ses extrémités.
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EXEMPLE

Considérons I'exemple ci- i O——ob d
contre, dans lequel on se propose
de faire un parcours a partir du
sommeta en respectant, lorsqu’un ch a
choix se présente, [lordre f
alphabétique.

)
A\

Nous obtenons le résultat

numérotés selon l'ordre ou ils ont
été marqués. L’arborescence du
parcours a été tracée en gras. Les®
arcs non arborescents ont aussi été
orientés ; nous verrons plus loin
comment est déterminé le sens d¢5| h [6] e
cette orientation.

Définitions : arborescence du parcours DFS,
numeérotations préfixe et postfixe, arcs arriére

Lorsqu’on numérote les sommets dans I'ordre ouesnnharque, on obtient (comme sur
I'exemple ci-dessus et de facon analogue au casté)i ce qu’'on appelle laumérotation
préfixe

On appellenumérotation postfixeu suffixela numérotation obtenue (de fagon analogue au
cas orienté) en numérotant les sommets au fur raesure du parcours, le numeéro étant
attribué & un sommetau moment ou I'on termine le parcolsS(x).

Sur I'exemple ci-dessus, la
numerotation postfixe est donc

[ @9 he[2] e

Dans le parcours en profondeur, il est souveng atibrienter toutes les arétes du graphe,
ce qu’on fait au moment ou on les traverse, I'arand alors pour origine le sommet a partir
duquel est faite la traversée. Cette orientatiamespond a I'orientation choisie pour les arcs
arborescents ; c’est aussi l'orientation retenud’exemple ci-dessus.

Une aréte qui a été orientée en un arc arborestanpellearéte arborescenteUn arc
obtenu en orientant une aréte non arborescentpdlapunarc arriére. Toute aréte conduit a
un arc arborescent ou a un arc arriére.
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Lemme. Les arcs arriere vont d’'un sommet x a un des apeétie x autre que son
pére dans l'arborescence. En conséquence, lessanéte arborescentes joignent toutes
un sommet a un de ses ascendants dans l'arborescenc

Preuve— Considérons un arc arriére ¥). Au moment ou, d& on a considéré l'aréte{y},
DFS(y) avait été commencé (puisqyeétait déja marqué) et n’était pas terminé (puisque
I'aréte {x, y} n'avait pas encore été traverséd)FSx) a donc été appelé pend@fS(y) ;
cela implique alors queest descendant gadans I'arborescence du parcours.

VIIl.4. Applications des parcours en profondeur

VIIL.4.1. Application a la détermination
des composantes fortement connexes

Définition. Etant donné un graphe orienté G = (X, E), on défune relation
d’équivalence R sur X par : X Ry si et seuleménéxiste un chemin de x a y et il existe
un chemin de y a x. Les classes d'équivalence deux cette relation s'appellent les
composantes fortement connexes de G.

L’algorithme décrit et prouvé ci-dessous, dérivé OES permet de déterminer les
composantes fortement connegés graphe orienté.

Si le graphe n’admet qu’'une seule composante fam¢rmonnexe, on dit alors qu’il est
fortement connexgautrement dit, un graphe est fortement conngxsosr toute paireX, y}
de sommets, il existe un cheminxay et un chemin dg ax.

Principe de I'algorithme

Phase 1. Choisir un sommet initial, lan@®#S a partir de ce sommet et numéroter les
sommets en ordre postfixe. Si, lors de l'arrét derdcherche, il reste des sommets non
numérotés, relancddFS a partir de tels sommets jusqu’a ce que tous desrets soient
numérotés : on obtient ainsi une forét d’arboresesnc’est-a-dire une union disjointe de
graphes qui sont des arborescences). Les sommetia geemiére arborescence sont
numérotés de 1@ ceux de la suivante giet+ 1 aq et ainsi de suite.

Phase 2. Inverser l'orientation de tous les aresnbuveau graphe obtenu est nGté

RelanceDFS surG, en commencant par le sommet de plus grand nuparoapport a la
numérotation postfixe précédente. Lorsque la retteers’arréte, les sommets marqués
constituent une composante fortement connex&.d®'il reste des sommets non nuMEroteés,
relancerDFS a partir du sommet non marqué de plus grand numk® sommets marqués
lors de ce deuxieme parcours constituent a nouuaaucomposante fortement connexe et
ainsi de suite.

Preuve de l'algorithme

Nous utiliserons le lemme suivant, dont la prewsteé&mentaire : soieidty, Ay, ..., A les
différentes arborescences de parcours obtenuegilorsapplique 'algorithme précédent. Si
(x, y) est un arc du graphe etxsest dangy;, alorsy est dangy avecj <i. Autrement dit, si on
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considere, le long d'un chemin du graphe, les eslides arborescences auxquelles
appartiennent ces sommets, ces indices formensuiteedécroissante (au sens large).

Dire quex ety appartiennent a la méme composante fortement gerde est équivalent
a dire que, danG et dan<s, il existe un chemin deay et un autre dg ax.

Supposons qu& ety appartiennent a une méme composante fortementegentdeG.
Nous pouvons supposer, sans perte de généralégdgos la phase 2a été marqué avant
Supposons que& appartienne a la¢ arborescence obtenue dans la phase @ &tlaje
arborescencec ayant été marqué avayti <j ; par ailleurs, puisqu’il existe un chemin xia
y, d’apres le lemme ci-dessus; | ; d’'oui =j : x ety appartiennent & une méme arborescence
DFSde la phase 2.

Pour prouver la réciproques étant un sommet quelconque, notanda racine de
I'arborescenceDFS de G a laquelle appartient dans la phase 2 ; montrons guest r
appartiennent a une méme composante fortement xerdeG ; ce résultat entrainera que
deux sommets appartenant dans la phase 2 a une anbarescence de la forét couvrante de
G appartiennent aussi a une méme composante coneele @n peut supposer que# r.
DansG, il existe un chemin deax, donc danss il existe aussi un chemin, natg = x, X1,

., Xp =1, dex ar. Il reste a montrer qu’il existe aussi da@sun chemin der a x.
Remarquons, a toutes fins utiles, que, d’apréshtéxcder en tant que racine, le numéro
postfixe der est supérieur a ceux des somme(® < i <p).

Supposons tout d’abord que été marqué dans la phase 1 axabtaprés la remarque ci-
dessus, le numéro postfixe deans la phase 1 est supérieur a celu gie parcour®FS(r)
dansG a ainsi commencé avant le parcoDiSS(x) mais en revanche il s’est terminé apres :
cela indique que est descendant dedans cette arborescence et il y a donc Gans chemin
der ax.

Supposons maintenant guea été marqué dans la phase 1 avamr'apres le lemme ci-
dessus et puisquea été marqué avantc’est que tous les sommets du chemin appartiennen
a la méme arborescence couvranté&sd&oiti (0 <i <p) un indice tel que; ait été marqué
avantr avecxj+1 =r ou bienx;+; marqué apres; DFS(X) est lancé danG a partir dex;, alors
que nir ni Xj+1 ne sont marqués ; lorsqd-S(x;) se terminex;+1, €tant successeur dg a
nécessairement été marqué, ce qui entraine gueussi été marqué durant ce parcoursst
donc descendant de dans I'arborescence construite durBS(x), ce qui entraine que le
numeéro postfixe dg est strictement supérieur a celuird®’ou une contradiction.

Complexité de I'algorithme

Si nous définissons le graphe orienté par sa neati@djacence, chaque phase de
I'algorithme est en Q@), c’est donc aussi le cas de I'algorithme touteznt

Si nous définissons le graphe par le tableau dessldes successeurs des sommets, chaque
phase de I'algorithme (et donc I'algorithme toutier) est en Qf+ m).
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VIII.4.2. Application a la détermination des sommes
d’articulation d’un graphe non orienté

Définitions. On appelle sommet d’articulation d’un graphe normeaté un sommet
dont la suppression augmente le nombre de compasaonnexes du graphe. On peut
également caractériser un tel point a en disanilgxiste deux sommets x et y tels que
toute chaine entre x et y passe par a. Un graphemexe est dit 2-connexe si et
seulement si soit il est réduit a une aréte, daitd pas de sommet d’articulation.

Nous allons prouver le théoréme suivant :

Théoreme. Soit G = (X, E) un graphe connexe, non orienté,seit A une
arborescence DFS de G. Un sommet s est un somragicalation de G si et
seulement si :

* ou bien s est la racine de A et s posséde au ndeims fils dans A ;
* ou bien s n'est pas la racine de A et, pour unffile s dans A, il n'y a pas d’arc arriere
entre n'importe quel descendant de f (y comprét f)n ancétre propre de s.

Preuve— D’aprés le lemme du paragraphe VIII.3.2, aucuaete ne joint deux
« branches » différentes deissues d’'un sommet donné. En conséquence, il @&staele la
racine de l'arborescence est un sommet d'arti@rati et seulement s'il existe plusieurs
branches issues de la racine, c’est-a-dire siid¢ent si la racine admet plusieurs fils.

Soit s un sommet qui ne soit pas la
racine ; on suppose qeseadmet un fild tel
guil n'y ait pas d'arc arriere entre
n'importe quel descendant d€y compris
f) et un ancétre propre de Toute chaine
issue dd ne pourra quitter la branche de
de racinef qu'en empruntant une aréte
allant d’'un sommet de cette branche a u
ancétre propre de; s’il n’existe pas d’arc
arriere entre n'importe quel descendanf de
et un ancétre propre d cette chaine doit
contenir laréte § f} : s est sommet
d’articulation.

Soit maintenant un sommetautre que la racine d& qui soit un point d’articulation ;
soientx ety deux sommets qui sont dans des composantes candiéféentes d& — s, ce
qui implique que toute chaine enkety passe pas. Si nix ni y n’étaient descendants de
dansA, on trouverait une chaine deentrex ety évitants, contrairement a la définition de
ety. Supposons doncdescendant de Appelonsf le fils des qui est ancétre dedansA (on
peut avoirf = x si x est fils des). S’il 'y a pas d'aréte entre ou ses descendants, et un
ancétre propre dg on a exactement ce qu’'on veut. Supposons qustexine aréte entre,
disonsv, descendant de etw, ancétre propre de

De deux choses I'une : ou bigm’est pas descendant sleu bien il I'est.
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Traitons d’'abord le cas oy est
descendant des. y ne peut étre
descendant dg sinon on aurait dans
une chaine entrex et y, passant
éventuellement pdr et évitant.

Appelons alord’ le fils des qui est
ancétre dey dansA. S’il n'existe pas
d’aréte entrd’ et un ancétre propre de
dansA, on a exactement ce qu’on veut. /
Supposons donc qu’il existe une aréte
entrev’, descendant dE, etw’ ancétre
propre des.

On peut extraire de la chaire.. f ... vw...w’v’... f'... y (oua ... bindique que I'on
suit la chaine de\ limitée par les 2 points et b) une chaine entr& ety qui évites,
contrairement a la définition de

Le cas oly n'est pas descendant gest plus simple : considérons en effdéfini comme
précédemment. S'il existait une aréte efive un de ses descendawntst un ancétre propme
des, on pourrait trouver une chaine extraitexde f... vw... yentrex ety , évitants, ce qui
est impossible. Il N’y a donc pas de telles argtesqui est exactement ce qu’on voulait.

Nous allons voir maintenant comment on peut medtreceuvre ce théoreme et l'utiliser
pour trouver les sommets d’articulation d’'un grapbanexe.

Nous avons besoin, pour déterminer les sommetsiaikation, de deux numeérotations.
L'une delles est la numérotation préfixe définirégeédemment. L'autre, appelée
numérotation basseest définie comme suithassév) est la plus petite valeur préfixe d’'un
sommet dans un chemin qui commenaeed qui soit la concaténation d’'un chemin d’origine
v dans l'arborescend@FSet d’'un arc arriére.

On peut remarquer qu’on a alors la relation :

bass¢v) = Min{préfixgV), préfixgz) pour toutz tel que ¥, 2z) soit un arc arriere,
bassé¢u) pour tout filsu dev dans I'arborescendaFS}.

Pour déterminebassév) pour tout sommev, nous considérons les sommets en ordre
postfixe. Pour notre exemple, nous trouvons succEsent :

b

basség) = 5 puisquepréfixgg) =5 | '<_r d
bassé¢h) = 1 puisquepréfixga) = 1 877
basséc) = 1 puisquepréfixga) =1 ¢ LEE a

basséi) = 1 puisquéasséc) = 1 19 4 f

basséb) = 1 puisquébassé) = 1 g ‘ oh o
bassée) = 7 puisquepréfixgf) =7 515 6] 2[1]

basséd) = 7 puisquédassée) = 7
basséf) = 7 puisqueréfixgf) = 7

[préfixe| postfix¢ basse

basséa) = 1 puisqueréfixga) = 1
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Sur le schéma ci-dessus, nous avons fait figuodtéde chaque sommet les trois numéros
: préfixe puispostfixe puisbasse

Nous pouvons alors caractériser les sommets diation en faisant la méme distinction
que dans le théoréme précédent.

Théoreme.

1. Le point de départ de DFS est sommet d'articaasi et seulement s’il a au
moins deux fils dans lI'arborescence.

2. Un sommet s autre que la racine est un somnagticlilation si et seulement s'il
a au moins un fils f dans I'arborescence tel que :

basse(f}> préfixe(s).
Preuve
1. Cette condition est identique a celle du théergnécédent.

2. Dire quebasséf) > préfixgs) signifie qu’il n’existe aucune aréte entre unabgslant dd
(y comprisf) et un ancétre propre dedans l'arborescence. Le résultat est alors obtenu
immédiatement & partir du théoreme précédent.

En appliquant ce dernier théoréme a I'exemple c¢hizias ce paragraphe, on voit que les
points d’articulation du graphe sont :

a parce gqu’il est racine de l'arborescence du pascetiqu’il a plusieurs fils ;

f parce que son fild vérifie : basséd) > préfixgf) ;

Cc parce que son filg vérifie : basség) > prefixgc).

VII1.4.3. Application a la détermination des composantes
2-connexes d’'un graphe non orienté

Définitions. Soit G un graphe non orienté. On dit que G esbrzrexe s'il est
connexe et gqu’il N'admet aucun sommet d’articulati@®©n appelle composante 2-
connexe tout sous-graphe 2-connexe maximal pawilision.

Par exemple, dans le graphe ci-
contre, il y a quatre composantes
2-connexes qui sont les sous- a
graphes induits par les sommets :

composante 1 :g b, c, d}
composante 2 :d, €
composante 3 :¢ f, g}
composante 4 :d, h, i}

Nous allons expliciter un algorithme basé sur urc@arsDFS qui permet de déterminer
les composantes 2-connexes d’un graphe non oriehté.exactement, cet algorithme permet
de donner la liste des arétes de chaque compadamtenexe du graphe.

On définit une variable entierpré qu’on initialise a 1, qui servira a construire la
numérotation préfixe des sommets, numérotation cprestruit I'algorithme. L’algorithme
utilise par ailleurs la numérotatidrasse Il est aussi nécessaire d'utiliser une pile, apadt
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vide, qui servira a empiler des arétes.

Au départ, aucun sommet n’est marqué. On appedlecourgr), ou r est un sommet
quelconque, I'algorithme récursif décrit ci-dessous

EffectuerParcourgx), c’est :

marquer X)
poserpréfixgx) = pré, puis incrémenter la variabpeé de 1
posemasséx) = préfixgXx)
pour tout voisiry dex, si I'aréte §, y} n'a pas été traversée (ce qui peut étre caraetgrar
le fait que soily n'est pas marqué, soit a la fgisi’est pas le péere deet le préfixe deg est
plus petit que celui de), alors :

= empiler cette aréte

» Siy est déja marqué, alors

- posetbass€x) = minimumpasse€x), prefixgy))

= sinon
- poserpeéerdy) =X
- appeleParcourgy)

- sibassgy) > préfixg)x), alors
dépiler toutes les arétes de la pile empilées defaréte {, y}, y compris
cette derniére : ces arétes sont les arétes dampasante 2-connexe

- sinon posebasséx) = minimumepassé€x), basséy))

Nous laissons au lecteur le soin de prouver cairidiigne. Il permet de déterminer les
composantes 2-connexes d'un graphe avec une coitéplex OM), m étant le nombre
d’arétes du graphe.

VIII.5. Exercices

Exercice 1

On cherche a déterminer si un graghe (X, E) non orienté connexe est biparti, c’est-a-
dire tel qu’il existe une bipartition des sommets @eux classes sans aréte entre deux
sommets de la méme classe. Ecrire et prouver writdme utilisant un parcours de graphe
qui résolve ce probléme.
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Exercice 2

Utiliser un algorithme
explicité dans ce chapitre
pour déterminer les
composantes fortement
connexes du graphe ci-contre

Exercice 3

Utiliser l'algorithme explicité
dans ce chapitre pour déterminer
les composantes 2-connexes du
graphe cité en exemple, que nous
reproduisons ci-contre :

Exercice 4

a. SoitG un graphe orienté de raciae Montrer queG possede un circuit si et seulement si,
dans un parcours en profondeur a partia,d@en rencontre au moins un arc arriere, c’est-a-dir
un arc joignant un sommet de I'arborescence duop@sca un de ses ancétres.

b. SoitG un graphe non orienté connexe. Montrer Gueossede un cycle si et seulement si,
dans un parcours en profondeur a partir d’'un somguelconque, on rencontre au moins un
arc arriere.



IX. Flot maximum et
coupe de capacité minimum

IX.1. Introduction, théoreme du flot et de la coupe

IX.1.1. Introduction

La recherche d’un flot de valeur maximum dans seaé a des applications directes, par
exemple en termes de trafic, qu'il s’agisse d'usests de circulation ou d'un réseau
téléinformatique, mais il en a bien d’autres : t'@nsi que nous étudierons dans le chapitre
« Applications de la théorie des flots » la déteration d’un couplage de cardinal maximum
dans un graphe biparti, modele par exemple de @mdd d’affectation, ou encore la
détermination de la connectivité d’'un graphe, paaentrés lié a la résistance aux pannes
dans un réseau. La ressemblance entre I'énondéédueme liant valeur maximum d’un flot
et capacité minimum d’une coupe et le théoremeadiuhlité en programmation linéaire n'a
rien de fortuit : en effet, le probleme du flot daleur maximum est un probléme de
programmation linéaire dont le probleme de la coegide dual. Cependant, dans cet ouvrage,
nous donnons une solution graphique a ce problémeneune solution de type simplexe.

Ce chapitre comprend deux parties. La premierea@stacrée aux résultats théoriques liant
le probleme du flot maximum a celui de la coupecdeacité minimum. La seconde présente
I'algorithme de Ford et Fulkerson, qui permet deoré&lre ces deux probléemes simultanément.

IX.1.2. Définitions, notations et problemes

Dans ce chapitre, on considére éseay c’'est-a-dire, pour les graphistes, un graphe
orienté G = (X, U) pour lequel on a défini une applicaticapacité notéec, de U dans
10, +oo, et choisi deux sommets privilégiéss commesource etp, commepuits.

Soit Sun ensemble de sommets contersgitne contenant pgs: on dit queS sépare ge
p. On noteS le complementaire d8dansX, et S S) I'ensemble des arcs dont I'origine est
dansS et I'extrémité dansS. L'ensemble § S) s’appelle unecoupeséparant la source du
puits.

On appelldlot dans le réseau une applicatiose U dans R qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

e pour tout arais, 0<f(u) <c(u),

e pour tout sommex autre quep ets, il y a conservation du flot exq ce qui signifie
que le flot totalentrant en x (somme des valeurs déu) pour tous les arcs
d’extrémité finalex) est égal au flot totalortantdex (somme des valeurs fi@) pour
tous les arcs d'origine x).
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On appelldlux d’un arcu la quantité(u) qu’il porte.

On définit lavaleur du flot f que I'on noteval(f), par I'une des trois expressions suivantes
(leur égalité, conséquence élémentaire de la coatsen, est prouvée dans le paragraphe
suivant) :

« flot total quittants moins flot total entrant es(valeur a la source) ;
« flot total entrant ep moins flot total quittanp (valeur au puits) ;

» somme des flux sur les arcs (& é)_(c’est-a-dire ayant leur origine daBset leur
extrémité dans), que I'on noterd(S, S), diminuee de la somme des flux sur les arcs
de (S, S, que I'on noterd(S, S).

Par ailleurs, on définit laapacitéd’'une coupdsS, é) séparant la source du puits par :

c(ss)= D c(u).

u I](S, -S)

Ce chapitre est consacré notamment a la résoldgateux problemes relatifs a un réseau.
Le premier est la recherche d’'fiot de valeur maximumiLe second est la recherche d’'une
coupe de capacité minimurNous allons voir maintenant les liens théorigaeistant entre
ces deux problemes.

IX.1.3. Résultats théoriques

Montrons d’abord I'équivalence des définitions dées pour la valeur d’un flot.

Proposition. Si f est un flot et ($_) une coupe séparant la source du puits, la quantit

f(S,S) - f(S, S)
est indépendante du choix de S, ensemble séparauturce du puits, et définit donc
sans ambiguité la valeur du flot.

Preuve— Pour tout sommet de Sautre queson a, d’apres le principe de conservation du

flot,
Dot - ) f(u=0;

u d'originex u d'extrémitéx

par ailleurs, en retenant la définition de la valdw flot calculée a la source, on a:

Dot - D, f(u)=valf).

u d'origines u d extrémités

Faisant la somme de toutes ces égalités sur I'driseties sommets d& on voit certains
des fluxf(u) apparaitre deux fois : ce sont ceux dont les detwémités appartiennentSaet
ils apparaissent alors une fois avec le signe «dams le terme correspondant a leur origine,
une autre fois avec le signe « — », dans le teomespondant a leur extremité terminale ; ces
deux valeurs s’annulent dorféar ailleurs, pour les aresde § S), la valeur dé(u) apparait
une fois exactement avec le signe « + », et paux de €, S), elle apparait exactement une
fois avec le signe « — ». Le résultat de la sononatidiquée donne donc
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f(S S) —f(S, S = val(f).
Pour tout ara de cette coupe, par définition d’un flot, nous rs/f§u) < c(u), de sorte que
c(S S) est supérieure ou égald(§ <) pour tout flotf. Par ailleurs, pour tout atcde (S 9,

nous avong(u) > 0. On déduit, de ces remarques et de la proposiiidessus, le théoreme
suivant :

Théoréme. Soit f un flot dans un réseau et (ﬁ,) une coupe séparant s
de p. Onaalors :
1. val ()< c(S,S
2. sival(f) = c(S,é), alors f est de valeur maximum etés,de capacité minimum ;
3. val(f) = C(S,é) si et seulement si :
* pour tout arc de (Sé) , f(u) =c(u) ;
* pour tout arc dei, S), f(u) = 0.

On peut s’attendre alors a ce que le théoréme ssitdesoit complété par la réciproque
suivante : sf est de valeur maximum €8,S) de capacité minimum, alox&l(f) = c(S S).
Ce résultat est exact et sera prouvé plus loin.

IX.1.4. Lien avec la programmation linéaire

Le probleme du flot de valeur maximum est un pnatdéd’optimisation linéaire ou les
variables sont les flux circulant sur les difféeeatcs du réseau ; les contraintes s’expriment
clairement de facon linéaire de méme que la valeufiot qui est alors la fonction objectif.
Le probleme de la coupe de capacité minimum esti aumsprobleme d’optimisation linéaire,
mais cela est plus difficile & mettre en évidenneus ne le faisons pas ici. Enfin, on pourrait
montrer que les deux problémes sont en fait duaaxde 'autre.

IX.2. Algorithme de Ford et Fulkerson

L’algorithme de Ford et Fulkerson détermine un fi@t valeur maximum, ainsi qu’'une
coupe de capacité minimum. Il repose sur le primsipivant : partant d’un flot dans le réseau
(par exemple le flot nul), on cherche s’il existeeux chaine augmentante » (voir définition ci-
dessous) pour ce flot daa p. S'il n’en existe pas, le flot est maximum ; €i existe une, on
augmente le flot le long des arcs de cette chaireneaecommence avec le nouveau flot
obtenu. Ce principe est détaillé par les explicetiqui suivent.

IX.2.1. Chaine augmentante

Supposons établi un fldtdans le réseau. On considere alors cim&nedans le réseau,
d’extrémitéss et p. Par chaine, on entend une chaine du sous-grapherienté sous-jacent.
Si on veut augmenter la valeur du flot dans leaéssn modifianf(u) pour les arcs de cette
chaine, sans modifier le flux des arcs ne faisastgartie de la chainigst facile de voir que
I'on doit, pour assurer la conservation du flotgaaenter d’'une quantité constantdes flux
f(u) pour les arcsl de cette chaine a I'endroit (c’est-a-dire les @mst on rencontre I'origine
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avant I'extrémité lorsqu’on parcourt la chainesdersp) et diminuer, de cette méme quantité
a, les fluxf(u) pour les arcsi a I'envers (c’est-a-dire les arcs dont on renetigxtrémité
avant I'origine lorsqu’on parcourt la chainesiersp). Considérons en effet deux arcstv
conseécutifs sur la chaine, incidentsxept par exemple parcourus a I'endroit. Si on augme
le flot d’'une valeura sur I'arcu, pour continuer a assurer la conservation dudiot, sous
I'hypothese qu’'elle I'était avant cette modificatjoon voit que I'on est amené a l'augmenter
de la méme quantité sur l'avc la quantité excédentairequi entre erx doit en effet quitter

X. Tous les autres cas se traitent de maniére aralogu

On ne peut donc augmenter le flot en utilisanthiaise comme on I'a précisé ci-desque
sil'on ac(u) —f(u) > a pour les arcs a I'’endroit &tu) > a pour les arcs a I'envers. S'il existe
un a > 0 vérifiant toutes ces contraintes, la chaineligsaugmentantgour le flotf desap.
En désignant paCt I'ensemble des arcs a I'endroit d’'une chaine augamte et paC-
I'ensemble des arcs a I'envers de cette chainpremdra alors

a= min{urgég [c(u) - f(u)] ; urBiCQ f(U)}.

Ayant ainsi déterminé une chaine augmentante peurfldt et la valeur dea
correspondante, on augmente le figx) de a pour les arcai de C* et on le diminue de
pour les arcsl deC-: la valeur du flot a augmenté de

Proposition. Soit f un flot dans un réseau. f est un flot deemalmaximum si et
seulement s’il n’existe pas de chaine augmentamteap.

Preuve— L’existence d’'une chaine augmentantesdep implique clairement que le flot
n'est pas de valeur maximum.

Démontrons la réciproque. Supposons gu'il n’expss de chaine augmentantesdip.
On définit une chaine augmentante sl@ un sommek quelconque comme ci-dessus en
remplacanip parx. AppelonsSI'ensemble des sommetspour lesquels il existe une chaine
augmentante de a x (on considérera que fait partie d'un tel ensemble, en posant
conventionnellement qu’une chaine réduite @st augmentante dea s). Le sommets est
dansS et, par hypothese, on suppose gue’est pas dans§. (S, S) est donc une coupe
séparans dep. Soit , y) un arc dont l'origine est dan$s et I'extrémitéy danss.

Il existe une chaine augmentantesde
X mais cette chaine ne peut pas ¢
prolongée en une chaine augmentants de
ay : cest que l'arcX, y) est saturée (|
flux qui le traverse est égal a sa capac
Soit X, y) un arc dont l'originex” est
dans S et I'extrémitéy’ dansS. Il existe
une chaine augmentante dea y’ mais
cette chaine ne peut pas étre prolongé
une chaine augmentante slé x’ : c’est
qgue sur l'arcX’, y) circule un flux nul.

D’aprés le théoréme du paragraphe IX.1.3, on dépuaf est de valeur maximum.
On peut maintenant énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme de la coupe et du flotSoit G un réseau ; la valeur maximum d’un flot dans
G est égale a la capacité minimum d’une coupe de G.

Preuve— La valeur du flot est définie sur une partienfée de R, ou m est le nombre
d’arcs du réseau. Elle est de plus majorée parpacitg de toute coupe. Elle atteint par
conséquent sa borne supérieure.

Soit doncf un flot maximum. Il n’existe donc pas pdude chaine augmentante slap.
En reprenant la démonstration de la proposition gutéste et d'aprés le theoreme du
paragraphe IX.1.3, la coup8&,(S) obtenue en mettant daBda sources ainsi que tous les
sommetx pour lesquels il existe une chaine augmentanssadgy compriss) a une capacité
égale a la valeur du flot.

1X.2.2. Description de I'algorithme de Ford et Fullerson

Comme il a été dit plus haut, chaque itération’digdrithme de Ford et Fulkerson est
constituée de deux phases. La premiére est casstilun « algorithme de marquage »
destiné & exhiber une chaine augmentante s'il &teenne. La seconde exploite la chaine
augmentante pour améliorer le flot courant.

Avant de détailler l'algorithme de Ford et Fulkersmous devons, ici encore, définir
qguelques termes propres. On considéere un ffldans le réseau. On appelle « sommet
marqué » un sommet tel qu'on a exhibé une chaigemantante des a ce sommet pour le
flot f. Examiner un sommet marqué c'est regarder si I'on peut prolonger la chaine
augmentante deax jusgu’a un nouveau sommet voisinxlaon encore marqué. Pour cela,
on attribue a chaque sommet marqué une « marquieeaplaces. Dans la premiére place de
la marque de&, nous gardons le nom du sommet qui nous a pernmsagguerx, c’est-a-dire
du sommet dont I'examen a permis de prolonger la chaine aungamte des at jusqu’ax.
Dans la seconde place, nous conservons deux rapsgqts. Le signe « + » indique que,
lorsquex a été marqué a l'aide del’arc utilisé était {, X), c’est-a-dire un arc a I'endroit par
rapport a la chaine augmentante ; le signe « -digue que, lorsqua a été marqué, l'arc
utilisé était K, 1), c’est-a-dire un arc a I'envers par rapport alaine augmentante. Le second
renseignement indique de combien on peut espégenenter le flot a 'aide de cette chaine,
jusqu’ax : c’est le minimum de la valeur absolue de la mardet et dec(t, x) —f(t, X) si le
signe dex est « + », ou bien, si le signe xest « — », le minimum dix, f) et de la valeur
absolue de la marque te

Pour initialiser I'algorithme de marquage, qui ditnge la premiere phase d’une itération
de l'algorithme de Ford et Fulkerson, nous marquenseul sommes avec, en premiére
place, un sommet fictid dont le role est symbolique, et, en seconde plane, valeur
infinie ; aucun autre sommet n’est marqué ; auamrset n’est examind.a procédure de
recherche d’'une chaine augmentante consiste, tiarieguits n’est pas marqué et qu'il existe
un sommet marqué et non examiné, a examiner wonenet. Plus précisément, I'algorithme
de marquage peut étre décrit de la maniere suivantappelantle flot courant :
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Marquers par A, +o)
pour tout sommet # s, considérex comme non marqueé
considérer qu’aucun sommet n’est examiné
tant quep est non marqué et qu’il reste un sommet marquéeraminé, faire
* SOIt X un sommet marqué non examiné et swita valeur absolue du second
parametre de la marque xle
* pour toutsuccesseuwy dex qui n'est pas marqué, faire
- sic(x, y) >f(x, y), alors
B — min{a, c(x, y) —f(x, y)}
marquety par &, +0)
» pour toutprédécessewrdex qui n’est pas marque, faire
- sif(z, x) > 0, alors
L — min{a, f(z, X)}
marquerz par &, —0)
= considérex comme examiné

A la sortie de l'algorithme de marquage, si le p@st marqué, une chaine augmenté@nte
est mise en évidence ; on peut la reconstituerrdehp en proche, en partant plea l'aide
des indications conservées dans la marque. OseautilorsC pour améliorer le flot courant
d’'une quantité égale a la valeur absoludu second parametre de la marquepdeun arc
(X, y) parcouru a I'endroit aura son flux augmentédesinon (arc a I'envers), le flux de I'arc
(%, y) est diminué der. Si le puits n’est pas marque, il n’existe pagldaine augmentante de
sap et le flot courant est maximum.

Ce qui donne la description suivante de I'algorightie Ford et Fulkerson :

* Définir un flotf, éventuellement le flot nul
* répéter
= appliquer I'algorithme de marquage
» Sip est marqué, alors
- soitC la chaine augmentante slap
- soit a la valeur absolue du second parameétre de la maieje
- pour tout arcX, y) deC parcouru a I'endroit, faire
fxy) « fx,y) +a
- pour tout arcX, y) deC parcouru a I'envers, faire
fixy) - fxy)-a
* jusqu’a ce que ne soit plus marqué

A la sortie de cette boucle, le flot est de val@aximum.

1X.2.3. Un exemple

Considérons le réseau représenté ci-aprés. Lesraerah gras, a c6té des arcs, indiquent
les capacités des arcs. Les autres (en caracterezaux) indiquent la valeur d'un flot
possible. Le sommegest en fait le sommet, le sommep n’est autre qug.



101

2 0

Le déroulement de l'algorithme peut étre le suivamin marquea, que I'on examine
ensuite. Dans I'examen @ on marque para et +1, etc para et +3. Ensuite, on examine
par exempld, dont 'examen nous permet de marqderarb et -1, ete parb et +1. Si on
examine alorgl (I'algorithme de Ford et Fulkerson n’'impose riam sordre d’examen des
sommets marqueés), on margueard et +1. L'’examen dé permet enfin de marquerpar f
et +1.

L’application de l'algorithme a I'exemple permensi de trouver la chaine augmentante
indiquée en traits gras ci-dessous, la valeuord¢ant égale a 1 ; les ar(s b), (d, f), (f, g)
sont des arcs a I'endroit de cette chaine augmientbarc d, b) est un arc a I'envers. La
valeur du flot avant augmentation est de 1, apuggnantation du flot de la valeur (on
ajoute 1 sur les arcs a I'endroit et on retraneéhenéme quantité sur I'arc a I'envers), elle
devient égale a 2. Dans le réseau ci-dessousalesrs des flux ont été actualisées.

2 1

2 0

Il convient encore de continuer pour obtenir lé fltaximum : l'itération suivante exhibe
par exemple la chaine augmentaate b e gqui permet d’augmenter le flot d’'une unité. Ce
qui donne le flot représenté dans la figure suwant

2 2

2 0

Puis I'algorithme de marquage atteint tous les setarsaufg, ce qui provoque la fin de
I'application de I'algorithme de Ford et Fulkersdre flot représenté ci-dessus est donc de
valeur maximum.

On a aussi, du méme coup, résolu le probléme deupe de capacité minimum. En effet,
une telle coupe est obtenue en isolant les sommatqués lors de la derniére itération de
I'algorithme de Ford et Fulkerson (ici, les sommeetb, ¢, d, e etf) des autres (ici, le sommet
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g seulement). Cette coupe, de capacité égale alérvanaximum du flot (ici 3), est
matérialisée ci-dessous par un trait sépagates autres sommets.

coupe de
capacité
minimum

IX.2.4. Preuve, convergence et complexité de lI'algthme

Supposons que l'algorithme de marquage se termams @voir marqué. Soit S
'ensemble des sommets qui ont été marqués au cderscette derniere phase.
S contients (puisque toute itération de I'algorithme de magpi@aommence par marqusr
alors quep ne lui n’appartient pasS est donc un ensemble séparant la source du paits. P
construction du marquage, tous les arcsSjéXsont saturés et tous les arcs Sefb) portent
un flux nul. La capacité de la coup®, €) est égale a la valeur du flbt par application du
théoréme du paragraphe 1X.1.3, le flot est de vamaximum et la coupe est de capacité
minimum.

Supposons que toutes les capacités sont des en@atte hypothése n’est pas
contraignante lorsque l'on s’intéresse a I'implétaéon concréte de I'algorithme : les réels
sont en fait codés comme des nombres décimauxrautipliant toutes les capacités par une
puissance de 10 appropriée on obtiendrait des itépagntiéres (on multiplierait aussi par
cette quantité la fonctiohsur tous les arcs). Partant du flot nul, on augmehttoute étape
autre que la derniere, la valeur du flot d’'une dit@rentiere strictement positive ; or, on sait
que la valeur maximum du flot est bornée par laaca@ de toute coupe séparant la source du
puits. On est donc assuré d’avoir un nombre finiedderches de chaines augmentantes. Dés
que les capacités sont entieres, il y a donc cgewnee en un nombre fini d’itérations. En
revanche, dans le cas de capacités réelles, oneghilter des exemples ou I'algorithme de
Ford et Fulkerson ne converge pas en un temps fini.

Lorsque I'on est dans le cas ou toutes les capasidét entieres, on vient de voir que le
nombre de phases de I'algorithme est borné paalieuv du flot, et donc par la capacité de
toute coupe séparant la source du puits, par exepaulcelle qui est définie p&r= {s}. Par
ailleurs, au cours d’une itération, on examine ks pous les sommets autres ge’est-a-
diren — 1 sommets si I'ordre du graphe esOr, examiner un sommet consiste a effectuer au
plus un nombre d’opérations é€lémentaires propamBbau degré de ce sommet, pour voir si
I'on peut prolonger la chaine augmentante arrivarte sommet. Le nombre d’opérations
élémentaires a effectuer est donc, au cours d’'taqgegborné par la somme des degrés des
sommets, c’est-a-dire deux fois le nombre d’ancéa complexité de I'algorithme de Ford et
Fulkerson est donc (@.vajax) ol valma, désigne la valeur maximum du flot, ou aussi

O(m. c(S,_S)) ou (S, _S) est une coupe quelconque, ou enco(m.(h.cmax) 0U Cmax désigne

la capacité maximum des arcs, majorant que I'orenbpar exemple en considérant la coupe
définie parS = {s}, de capacité majorée parcyax

Enfin, la démonstration précédente implique le thgw suivant :
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Théoréme Dans un réseau a capacités entieres, il existdairmaximum tel que tous
les flux soient entiers.

IX.3. Exercice

Déterminer un flot de valeur maximum slap dans le réseau ci-dessous, et prouver que le
flot calculé est bien maximum. Le chiffre en grasbé d’un arc indique la capacité de l'arc ;
I'autre chiffre indique le flux sur I'arc, trouvéapun éléve astucieux, mais paresseux : on peut
faire mieux.







X. Applications de la théorie des flots

X.1. Application a la détermination des connectiviés
d’'un graphe

Nous allons étudier une application trés importalgtda théorie des flots : en effet, elle va
nous permettre de calculer de facon efficace lanectivité d’'un graphe et d’établir les
théoremes de Menger ; nous devons tout d’abord etoguelques définitions relatives aux
graphes. Soi = (X, E) un graphe non orienté.

Définition. G est dit k-connexe s’il a au moins k + 1 sommets & suppression
d'au plus k — 1 sommets quelconques résulte enraphg connexe. On appelle
sommet-connectivité de G le plus grand entier Riel G soit k-connexe.

Définition. G est dit k-aréte-connexe si la suppression d'auspgt — 1 arétes
guelconques résulte en un graphe connexe. On &padte-connectivité de G le plus
grand entier k tel que G soit k-aréte-connexe.

Pour un grapheorienté, on peut définir la forte sommet-connettivet la forte arc-
connectivité d’'une fagcon analogue.

X.1.1. Forte arc-connectivité d’'un graphe orienté

Nous allons commencer par I'étude la forte arc-connectivité d’'un graphe orient, |
déterminer par application de l'algorithme de Fetd-ulkerson, et établir un des théoremes
de Menger.

Soienta etb deux sommets d’'un graphe oriei@é= (X, U). On considere le rése&y,
déterminé par

* ce graphé&s ;
* |le sommet sourca et le sommet puits ;
* une capacité égale a 1 sur tous les ar¢s.de

Par ailleurs, définissons deux fonctions a valemtieresP et N, définies sur les couples
de sommets distinctd?(a, b) représente le nombre maximum de chemins d’originet
d’extrémitéb, deux a deux arc-disjoints Mfa, b) représente le nombre minimum d’arcs qu'il
faut supprimer pour qu’il n’existe plus de chemmadversb. Il est trivial de constater que
'on a P(a, b) < N(a, b) : en effet, il faut détruire au moins un arc shacun de$(a, b)
chemins pour espérer détruire tout chemima glersb.
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Théoréme.Si f, est un flot de valeur maximum vglffdans le réseau Jg alors
val(fap) = P(a, b). De plus, pour toute paire de sommetdirdits a et b de G,
P(a, b) = N(a, b), c’est-a-dire que le nombre minimd’arcs qu’il faut détruire pour
supprimer tout chemin de a a b est égal au nomlae@mum de chemins deux a deux
arc-disjoints de a a b (ce dernier résultat constitin des théoremes de Menger).

Preuve— Considérons un flot de valeur maximum que I'@utpsupposer, comme on l'a
vu dans le chapitre précédent, a valeurs entiarssjye les capacités sont entieres. Les arcs
de Ryp qui portent un flux égal a 1 forment des chemiaadersb, 2 a 2 arc-disjoints (la
preuve de cette propriété est aisée a établigatpermet d’obtenirval(f,p) < P(a, b).

Considérons maintenant une coupe de capacité mirni(ﬁu_S). D’aprés le théoréme de

la coupe et du flot, cette coupe est de capaail§,,). Or, les capacités des arcs étant toutes
égales a un, la capacité d’'une coupe est égalerabne d’arcs de cette coupe. La destruction

des arcs de cette coupe détruit tout chemia déd puisque, $,_S) séparanta de b, pour

aller dea ab il faut, a un moment donné, utiliser un arc Se_S). On voit donc que I'on a :
N(a, b) < val(fap) < P(a, b) ; mais comme l'inégalitéP(a, b) < N(a, b) a été constatée
précédemment, il vieR(a, b) = N(a, b).

Comment peut-on alors déterminer pratiquement g farc-connectivité d& ? C'est le
minimum deN(a, b) pris sur tous les couples de sommaid). Cependant, grace au lemme

suivant, nous verrons qu’il n'est pas nécessairéate ce calcul poun.(n — 1) couples de
sommets, et qu’il suffit d’envisagarcouples.

Lemme de Zorn.Supposons définie une numérotation des sommetsddeO& n —
1. La forte arc-connectivité de G est le minimuniNge, %+1) quand i varie de 0 a n —
1, en posantx= Xo.

Preuve :La preuve proposée est par I'absurde. Supposamsequninimum deN(X;, Xi+1)
quandi varie de 0 & — 1 soit strictement plus grand que la forte anerectiviték du graphe,
c’est-a-dire aussi plus grand que le cardinal mimmd'une coupe déconnectante. En
détruisant lek arcs d’'une coupe déconnectante danse qui sépare un certain somraet
d’'un certain sommeb (au sens qu’il ne subsiste plus de cheminadeers b apres la
suppression de ces arcs), on ne sépare donc amitumetx; du sommek.q, pour tout indice
| compris entre 0 et — 1.Mais a = x; eth = X pour certains indiceisetj. Par hypothese, les
indices suivants étant a considérer moduylib existe un chemin dg axj+1, deXj+1 aX+2, ...,
dexi_1 ax, et cela apres la suppression Bescs précedent&n concatenant ces differents
chemins, on obtient un chemin d@b, ce qui est contraire au fait qu’il n’en subsisies.

Complexité de la détermination de la forte arc-cautivité

Rappelons que I'algorithme de Dinic est etm@), n étant comme d’habitude I'ordre du
graphe et son nombre d’arcs. Grace au lemme de Zorn, onquatl'on peut déterminer la
forte arc-connectivité d'un graphe orienté enm@) (et plus généralement avec une
complexité majorée parfois la complexité d’'un algorithme déterminantflat maximum).
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X.1.2. Détermination de I'aréte-connectivité d’'un gaphe non
orienté

Soit G un graphe non orienté &* le symétriséde G, c'est-a-dire queG* a méme
ensemble dsommetsque G et que toute aréteu{ v} de G donne naissance, da@s, aux
deux arcs opposes, (V) et (v, u). Par ailleurs, on attribue a chaque ardGdeune capacité
de 1.

Etant donnés deux sommedset b de G (et donc deG*), on considére les quatre
parameétres suivants :

* N(a, b est le nombre minimum d’arétes a supprimer damour qu’il n’existe plus
de chaine entraetb ;

* N*(a, b) est le nombre minimum d’arcs a supprimeiGtepour qu’il n’existe plus de
chemin dea versb dansG* ;

* P(a, b) est le nombre maximum de chaines deux a deug-drgbintes d&5 entrea
etb;

* P*(a, b) est le nombre maximum de chemins deux a deuxligjoints deG* de a
versh.

Théoréme.Soit val(fp) la valeur maximum d’un flot de a a b dans G*. ®alors :
N(a, b) = N*(a, b) = P(a, b) = P*(a, b) = valg).
Preuve
1. On a de fagon évidenia, b) > P(a, b).
2. MontronsP(a, b) > P*(a, b).

Si lesP*(a, b) chemins de versb n’utilisent pas, I'un, un ara( v), un autre, l'arc\{, u),
on peut oublier les orientations et fabrigq(a, b) chaines entra et b. Supposons donc
gu'un cheminP; et un cheminP, partagent une aréteu{v}, en utilisant 'un (, v),
l'autre (v, u).

On transformd®; etP, en Fi' et Pz' comme indiqué ci-dessous.

On voit que I'on partage ainsi exactement une atétenoins. Ceci permet de transformer
les P*(a, b) chemins de versb, deux a deux arc-disjoints &i(a, b) chemins deux a deux
sans aréte partagée et, en oubliant les oriensatemP*(a, b) chaines deux a deux aréte-
disjointes. D’ou le résultat annoncé.

3. MontronsN*(a, b) > N(a, b).

Supprimons du graph@ les arétes qui donnent naissandg*@a, b) arcs d’'un ensemble
déconnectana deb dansG* ; il y a au pludN*(a, b) telles arétes. L'existence d’'une chaine
entrea etb dans le graphe obtenu impliquerait I'existencenddhemin dea a b dansG* ne
contenant aucun deé¢*(a, b) arcs de I'ensemble déconnectant, ce qui ne segasu C'est
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donc qu’on peut déconnectarde b dansG en supprimant au plus*(a, b) arétes. D'ou la
relation.

Nous avons finalement les inégalités suivantes :
N*(a, b) > N(a, b) > P(a, b) > P*(a, b).
Or, il a été montré au paragraphe X.1.1 qu’on aiaus
P*(a, b) = N*(a, b) = val(fa).
Toutes ces quantités sont donc égales, ce qui athééeonstration du théoreme.

X.1.3. Forte connectivité d’'un graphe orienté, conectivité d’'un
graphe non orienté

Considérons un graphe orien® On construit alors un nouveau réseau de la facon
suivante : a tout sommgtde G on associe un arx{ xd) et a un arcy, v) deG on associe
I'arc (ug, v’) ; tous les arcs ont une capacité égale a 1. &mdpromme sourcad et comme
puitsb’. On peut alors montrer que le nombre minimum aersets a supprimer pour détruire
tout chemin dea versb dansG est égal a la valeur d’'un flot maximum dé ab’ dans le
réseau obtenu.

Si maintenant il s’agit de calculer la connectiwitén graphe non orient@, on utilise le
symétrisé dé&s pour se ramener au cas précédent.

L’égalité de la valeur maximum du flot et de la &aipe minimum d’une coupe permet en
fait d’établir les deux théorémes de Menger suwant

Théoréme. Soit G = (X, E) un graphe non orienté. Il est kiexe si et seulement si,
entre deux sommets quelconques, il existe k chaitss@nt en commun que leurs
extréemites.

Théoréme. Soit G = (X, U) un graphe orienté. Il est k-fortetheconnexe si et
seulement si, étant donnés deux sommets quelconfjessste k chemins de I'un vers
'autre n'ayant en commun que leurs extrémités.

X.2. Couplage maximum dans un graphe biparti

X.2.1. Un exemple et quelques définitions

Une agence matrimoniale a pour clients un ensemdlbd#éhommes et un ensemblkede
femmes. Apres présentation des dossiers des hommeemmes et réciproquement, il est
apparu que certains mariages étaient tout a faitvisageables » et les autres non. L’agence
souhaite réaliser le maximum de mariages.

Formuler en termes de graphes le probleme de lanmsation du nombre de mariages
monogames (hétérosexuels) envisageables, puis donmdgorithme de résolution.
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par ***.
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Cléopatre

Iphigénie

Juliette

Fanny

Chimer

Achille

*k%k

*kk

César

*k%k

*kk

Rodrigue

*k%

*k%k

Roméo

*k%

*k%

*k%k

*kk

Marius

REPRESENTATION GRAPHIQUE

Construisons un graphe dont les sommets représdéasdmommes et les femmes et ou une
aréte lie deux sommets représentant les indivalesb si et seulement si un mariage est
envisageable enteeetb :

Achille Cléopétre

César Iphigénie
Rodrigue Juliette
Roméo Fanny

Marius Chimeéne

Les mariages étant hétérosexuels, aucune aréte weux éléments del ou deF. Le
graphe est dit dans ce charti, parce qu’il existe une bipartition des sommetsdenx
classes, sans aréte entre deux sommets de la nesse.Chercher un ensemble de mariages
envisageables le plus grand possible, revient aclobe parmi les arétes de ce graphe un
couplage de cardinal maximum. En effet, on appssieplageun ensemble d’arétes tel que
deux de ces arétes n'aient pas d’extrémité commQatte condition traduit le fait que les
mariages correspondant a ces arétes doivent étregames.

X.2.2. Modélisation d’'un probléme d’affectation
et solution du probleme des mariages

En fait, le probleme ci-dessus est un cas particalien probleme plus général appelé
probleme d’affectationou il s’agit d’affecter des taches a des ouvrietsdes hommes a des
femmes, etc. Sous certaines contraintes (ici laagamie et I'hnétérosexualité), il se traduit
par la recherche d’'un couplage maximum dans urhgrajparti.

Pour résoudre ce probléme, nous allons nous rangeterecherche d’un flot maximum
dans un réseau que nous définissons ci-aprés el@as lde I'agence matrimoniale, ceci ayant
valeur d’exemple aisément généralisable. On ajalgex sommetsh et f, au graphe
précédenth étant relié a I'ensemble des sommetdHet f a I'ensemble des sommets Be
On oriente en arcs les aréteshdeersH, deH versF puis deF versf. Enfin, on donne 1
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comme capacité a tous les arcs ehteéeH comme entrd- etf, et une valeur entiere au moins
égale a 1 aux arcs tteversF, par exemple 1. On obtient le réseau représefttéssious :

Achille 1  Cléopatre

Marius

La recherche par I'algorithme de Ford et Fulkerdam flot de valeurk dans ce réseau, a
partir du flot nul, résultera en un flot dont leseurs sur les arcs seront 0 ou 1. Il est facile de
se convaincre que les arcs erttret F portant le flot 1 constitueront un couplage de iteid
k, grace au choix des capacités et a la conservdésrilots. Réciproquement, a un couplage
de cardinaliték, on peut associer un flot dans le réseau de viJean faisant circuler sur les
arcs deh vers H incidents aux arcs du couplage un flux égal a dsiajue sur ceux du
couplage, et aussi sur ceux qui vontrdef et sont incidents aux arcs du couplage ; on donne
bien entendu la valeur 0 au flux des autres arceddeau. Ainsi un couplage de cardinalité
maximum est associé a un flot de valeur maximum.

On peut alors résoudre le probléme de la maxinsisadu nombre de mariages (c’'est-a-
dire la détermination d’'un flot maximum dans legjra que I'on vient de définir) a I'aide de
I'algorithme de Ford et Fulkerson. Les chaines amantes dé af sont résumées par le
tableau suivant :

itération A Cés| Rod Rom M Cléo | J Fa Chi f
1 +h +A +Cléo
2 +h +Cés +Fa
3 +h +Rod +J
4 +h +Rom + Chi
5 |-Cléo —Fa | —J +h |+Cés +A +M +1

Chaines augmentantes et flot trouvé pour chaqreiaa :

e itération 1 .h— A — Cléo —f flot=1;

e itération 2 .h— Cés — Fa —f flot=1+1=2;
e jtération 3 h— Rod — J —f flot=2+1=3;
* jtération 4 h— Rom — Chi —f flot=3+1=4;
e itération5.h— M —Fa—Cés —Cléo—A—I1—f flot=4+1=5.

Et ainsi tout le monde peut se maridviarius et Fanny, Césaret Cléopatre Achille et
Iphigénie Rodrigueet Juliette Romécet Chimene...



XI. Graphes planaires et coloration de
graphes

XI.1. Coloration : définitions et résultats combindoires

Soit G = (X, A) un graphe non orienté quelconqueketn entier strictement positif. Une
k-colorationde G est une applicatioth de X dans {1, 2, ...k} telle que deux sommets d&
reliés par une aréte aient une image différenteur poute aréteX v}, ¢(x) # ¢(y) ; I'entier
¢(x) s’appellela couleur de xUnek-coloration deG peut ne pas exister lsiest trop petit par
rapport a la structure d@ ; le nombre minimum de couleurs nécessaires polarier G
s'appelle lenombre chromatiqug(G) de G. La détermination dg(G) constitue, pour un
grapheG quelconque, un probleme difficile (plus préciséméiP-difficile) a résoudre de
maniere exacte. Le théoreme suivant établit un raajaley(G) pour tout graph&.

Théoréme 6.Soit G un graphe quelconque et sfG) le degré maximum de G :
AG) = mDaX> d(x). Alors \G) < A(G) + 1.
X

Preuve— Considérons l'algorithme deA(G) + 1)-coloration suivant, pour lequel les
sommets d& sont supposés s’appelat xo, ..., Xn :

* Pouri variant de 1 &, attribuer &; une couleur de {1, 2, .A(G) + 1} qui ne soit attribuée
a aucun sommeg voisin dex; avec I<j <i.

Pour vérifier que cet algorithme glouton convierdnb il suffit de constater que, quand on
examinex;, ses voisins déja coloriés (ceux d’indice inféri@l) « consomment » au pldgx;)

couleurs, donc au plu§(G) couleurs. Il reste par conséquent au moins uokigplibre que
I'on peut en effet attribuer L’'algorithme proposé construit donc bien une cation deG
n'utilisant pas plus dA(G) + 1 couleurs. .

Remarquons qu&(G) + 1 couleurs peuvent étre nécessaires pour eoloertains graphes
G. C’est par exemple (mais pas seulement ; voirefexe 5) le cas du graphe compfet

pour lequel on a trivialemedt(K) =n — 1 ety(K,) = n. Mais la différence entr&(G) + 1 et
Y(G) peut étre arbitrairement grande, comme le moletreas de |'« étoile X171 : on a
trivialementA(K1n-1) =n—1 ety(K1 1) = 2.

On peut d’autre part exhiber un minoranty@@) valable pour tout graph@. Pour cela,
appelon(G) le cardinal du plus gros (au sens du nombre derseis) sous-graphe complet
deG. Ce nombre donne un minoranty&).

Proposition 7. Pour tout graphe G, on a(G) < {G).

Preuve— SoitKyg) la plus grosse clique d8. Pour colorier les sommets d€.yc), 6G)
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couleurs sont nécessairésfortiori pour colorier tous les sommets@e .

On trouve facilement des graph€s (dits yparfaits) pour lesquels on axG) =y(G).
Malheureusement)G) est difficile a calculer dans le cas général.pEatique (par exemple
pour concevoir une « méthode de recherche par atéparet évaluation »), on se contente
d’'une clique maximale pour I'inclusion au lieu daiglique de cardinal maximum (voir plus
bas).

Le théoreme suivant fournit un autre minoranty@®) (il en existe d’autres ; voir par
exemple I'exercice 6).

2
L s : R R n
Théoréme 8.Soit G un graphe a n sommets et m arétes ; om < KG).

Preuve— Considérons ungG)-coloration deG et, pour i <y(G), appelonsX; 'ensemble
¥(G)

des sommets qui recoivent la couldauPosonlei| =n (1<i<y(Q)); il vient : Z n=n.
i=1

Considérons la matrice d’adjacerdede G. Elle contienin? bits dont la somme vautr®(car

par exemple la somme des bits deflagne donne le degré d& sommet) ; ceci donne donc

le nombreN; de bits égaux a 1. Evaluons d’autre part un mimoda nombreNg de bits

égaux a 0 dansl. Pour chaque compris entre 1 gi(G), les éléments d& n’étant pas joints

entre eux par des arétes, ils définisse%bits nuls ; d’otNg > yf)nz. Or, d’apreés l'inégalité
i=1
de Cauchy-Schwartz,yf)r\2 > ! (yf)ny , et doncNg > i On obtient par
i=1 yG)\ i3 - (G
conséquenn2 =Ng+t N 2 i +2m, d’ou le résultat. *

On remarquera que l'inégalité du théoreme 8 peatidte égalité. C'est le cas si tousres
sont égaux (pour que l'inégalité de Cauchy-Schwdewzienne une égalité) et que toutes les
arétes possibles entr¥ et Xj pour i # | existent effectivement dan& (pour avoir

¥(G)

No = Z nz).
i=1

Pour finir cette partie, donnons quelques résulfiaties a établir concernant certaines
familles de graphes et dont les preuves sont kegss@ exercice au lecteur (voir exercice 7).

Proposition 9. Soit G un graphe connexe &2 sommets.

1. AG) > 2 ; KG) = 2 si et seulement G est biparti.

2. KG) = n si et seulement si G 5K

3. Si G s’obtient a partir de Ken 6tant ¢ arétes formant un couplage, algs) = n —

4. AG) = n — 1 si et seulement si G s’obtient en Otdatk, un nombre d’arétes
partageant toutes une méme extrémité compris éngten — 2.
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XI.2. Algorithmes généraux de coloration

Comme on I'a dit plus haut, la déterminationyi@) et d’uney(G)-coloration constitue un
probleme difficile dans le cas général d'un graghguelconque. Plus précisément, on ne
connait pas (ce qui ne signifie pas gu'’il n’en &xgas...) d’algorithme dont la complexité soit
majorée par un polynéme enméme pour un graphe planaire.

Il existe cependant une exception notoire : leplyga 2-coloriables. En effet, d’aprés le
premier énonceé de la proposition 9, les graphesi@iables coincident exactement avec les
graphes bipartis. Or, on sait reconnaitre les graftipartis (qui sont aussi les graphes sans
cycle de longueur impair) a I'aide des algorithndesparcours de graphe. La complexité de
ceux-ci étant en @(+ m) (ou Ofn) si on ne s'intéresse qu'a des graphes connesrsn
déduit qu’on peut reconnaitre si un graphe estl@eable en Of + m).

Nous présentons ci-dessous deux algorithmes catcy(ld) applicables a des graph@s
quelconques. Compte tenu de ce qui vient d'étrelaitomplexité de ces algorithmes est
exponentielle enn dans le pire des cas. Nous présentons ensuite diotithmes
polynomiaux enn, toujours applicables a des graphes quelconquas oconduisant a un
majorant de/(G) pour le premier, et a un minoranty&) pour le second.

XI.2.1. Premier algorithme exact

SoitG = (X, A) le graphe a traiter. Le principe du premier athone exact (perfectible en
s’inspirant des « méthodes de recherche par sépaeitévaluation ») est le suivant. On part
d’'un nombrek de couleurs pour lequel on est sir qu’il existe kxaoloration, par exemple
k=A(G) + 1. On décrémente la valeur Hgk devientk — 1) et on essaie successivement
toutes les applications d¢ dansA. Si on en trouve une qui convient, on décrémesmte d
nouveau la valeur die et on recommence avec la nouvelle valeur. Sin@st qu’il n’existe
pas dek-coloration pour la valeur courante klet on peut conclurey(G) =k + 1 (c’est-a-dire
la derniere valeur dk pour laguelle on a trouvé utkecoloration). Cet algorithme est décrit
succinctement ci-dessous.

* Initialiser k a I'aide d’une valeur pour laquelle il existe unaeoloration
* répéter
ek - k-1

* soitZ(X, k) I'ensemble des applications dedans {1, 2, ...k} et soientzy, 2, ..., Zz(x k)
les éléments d&(X, k)

’i ~1

* tant qud < [Z(X, K)| et quez; ne définit pas unk-coloration deG, fairei — i +1
* tant qu’il existe uné-coloration
*V(G) « k+1.

Remarquons que lorsqu’on sort de la boucle « taatxgportant sur le compteiyil existe
unek-coloration deG (celle définie pag) si et seulement siest inférieur ou égal &(X, K)|.

Une variante de cet algorithme consisterait a paftine valeur dek pour laquelle il
n'existe pas dé&-coloration et a faire croitiejusqu’a trouver un&-coloration...
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Xl1.2.2. Second algorithme exact

Le second algorithme exact repose sur deux opagtipplicables a tout graphe non
complet : I'ajout d’'une aréte entre deux sommets adjacents ou la superposition de ces
deux sommets. Plus précisément, $dit (X, A) le graphe a traiter qu’on supposera non
complet (sinon, la proposition 9 permet de conglu&oientx et y deux sommets non
adjacents d&s. On considere alors les deux grapksG, {x, y}) et Go(G, {x, y}) définis
comme suit :

* G1(G, {X, y}) aura X comme ensemble de sommetsfef] {{x, y}} comme ensemble
d'arétes ;

* Go(G, {x, y}) aura X —{x, y}) O {xy} comme ensemble de sommets,xytest un nouveau
sommet ; 'ensemble des arétes @G, {X, y}) est obtenu en remplacant les arétesGde
incidentes & ou ay par des arétes reliant le nouveau sonmxgetux anciens voisins deou
dey ; formellement, cet ensemble est doad{A poura non incidente & ouy} O {{xy, 7}
pour tout voisire dex ou dey dansG} .

L'intérét de ces opérations pour la coloration @evient de la remarque suivante.
Considérons une coloration quelconqueEdesoit elle attribue des couleurs différenteset
ay, soit elle leur attribue au contraire la méme eoul Dans le premier cas, ajouter I'aréte
{x, y} est compatible avec la coloration considérée tresment dit, cette coloration d&
définit aussi une coloration d&1(G, {X, y}). Réciproquement, toute coloration de
G1(G, {x, y}) définit une coloration deG pour laquellex et y recoivent des couleurs
différentes. Dans le second casety ayant la méme couleur, on peut aussi définir une
coloration deGy(G, {x, y}) a partir de la coloration d& considérée : on attribue ¥y la
couleur commune Aet ay et, pour tout autre sommetleG, on ne change pas la couleur de
Z. Réciproquement, a partir de toute coloratiorGdés, {X, y}), on peut trivialement définir
une coloration d& qui attribue la méme couleurxaet ay. On déduit de tout ceci la relation
suivante :

O{x y} OA ¥(G) = min[y(Ga(G, {x, ¥})), (G2(G, {x, y}))].

On peut en déduire un algorithme pour calcy(&®) et uney(G)-coloration deG. Il suffit
pour cela, siG n'est pas complet, de calculer récursivemefGi(G, {x y})) et

V(G2(G, {x, y})). C’est ce que fait I'algorithme ci-dessous. Poglacon utilise une fonction
récursive appeléeoloration admettant le graph@ a colorier comme parametre et renvoyant
comme résultat un couplg, (Col) ouy donne la valeur trouvée powG) et ouCol est un
tableau ayant autant de cases qu'il y a de somdaetsG et définissant ung-coloration de
G : Col(i) donne la couleur di€f sommet deG. Le programme principal se contentera
d’appelercoloration avec le graphe a traiter comme paramétre. Ceujune décrit que la
fonctioncoloration
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Fonction coloration(G)
*si G est complet & sommets, retourner le couple Col) ou Col est le tableau défini par
Col(i) =i pour 1<i<n
* sinon
* soit {x, y} une aréte ne figurant pas da@s
* construire le graph®;1(G, {x, y}) par I'ajout de {, y} dansG

* (y1, Colp) « coloration(G1(G, {x,y}))
» construire le graph®>(G, {x, y}) par superposition de et dey dansG

* (y2, Colp) — coloration(Ga(G, {x, y}))
* siy1 < Vo, alors renvoyer le couplgy( Coly)
* sinon

- pourz O {x, y}, Col(z) — Colx(2)

- Col(x) — Colx(xy)

- Col(y) « Colx(xy)

- renvoyer le coupley$, Col)

La figure suivante illustre le fonctionnement dé algorithme. On part ici d'un grapl@a
5 sommets appelés b, c, d ete. A partir deG, on construit & gauche le grapBg(G, {a, b})
obtenu en ajoutant I'aréte{b} a G et a droite le graph®,(G, {a, b}) obtenu en superposant
a etb. Ce dernier graphe étant complet (il s’agitkig, la fonctioncoloration appliquée a
Go(G, {a, b}) ne fera pas d'appel récursif et renverra 4 commoenbre chromatique. Au
contraire, la branche de gauche se subdivise er deuvelles branches, correspondant a
gauche a I'ajout de l'arétea{d} a G1(G, {a, b}), ce qui donneG1(G1(G, {a, b}), { a, d}), et
correspondant a droite a la superposition adet d dans G1(G, {a, b}), ce qui donne
G2(G1(G, {a, b}), {a, d}). Chacun de ses deux graphes donne de nouveau lmanches,
selon que I'on ajoute l'aréteb{ e} ou que I'on superposk ete. Dans I'exemple, les graphes
obtenus sont alors complets et I'application degyddathme est achevée.
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Figure 2. Exemple de calcul gs).

Les graphes complets associés aux feuilles deréainsi construit étards, K4 ouKs, on
en déduit la valeur dgG) : y(G) = y(K3) = 3. On peut de plus exhiber une 3-coloratiotsde
I'aide d’'une coloration de la feuille associék# En effet, attribuons la couleur 1 au sommet
ad, la couleur 2 de et la couleur 3 & CommeK3 a été obtenu a partir de son pere par
superposition dé et e, I'algorithme précédent nous indique que I'on pexibrier le graphe
pére deK3 a l'aide de la 3-coloration suivante : on attribaeouleur 1 ad, la couleur 2 d
et ae, la couleur 3 &. De la méme facon, I'algorithme permet d’obtemeLcoloration de
G1(G, {a, b}) a partir de celle de son fils droit : on attréla couleur 1 a et ad, la couleur 2
ab et ae, la couleur 3 & On constate que, conformément a ce qu’indigugdi&hme, ceci
définit aussi une 3-coloration d&

X1.2.3. Algorithme approché donnant un majorant dey(G)

Pour majorer le nombre chromatigyé&) de G, toute coloration d& convient. On peut
par exemple appliquer l'algorithme glouton suiva@n commence par numeéroter les
sommets de 1 a. On attribue la couleur 1 au sommet 1. Puis oméxa le sommet 2 : s'il
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est voisin de 1, on lui attribue la couleur 2 ;osinon lui attribue la couleur 1. On
recommence ainsi avec les sommets suivants : quaegamine le sommetappelong(i) le
nombre de couleurs déja utilisées par I'algorithmadors, si les voisins déja coloriés de
« consomment » legi) couleurs disponibles, on attribue k& (nouvelle) couleuy(i) + 1 (et
on ay(i + 1) =y(i) + 1), sinon, au moins une des couleurs déjasé@gs au moins une fois est
disponible, et on l'attribue ia

Dans I'exemple de la figure 2, on peut ainsi obstégs attributions suivantes, en supposant
gue I'on examine les sommets selon I'ordre alphgbétet que I'on donne a chaque sommet
la premiére couleur disponible :

* on attribue la couleur 1 &;

* on attribue la couleur 1 B, puisque aucun des voisins déja coloriés (il myaepas!)
n'utilise la couleur 1 ;

* on attribue la couleur 2 @ puisquea (voisin dec) utilise déja la couleur 1 ;

* on attribue la couleur 3 d, puisque au moins un des voisinsdiéci b) utilise déja la
couleur 1 et qu’au moins un autre @iutilise la couleur 2 ;

* on attribue la couleur 4 @, puisque au moins un des voisins eléci a) utilise déja la
couleur 1, qu’au moins un autre (@i utilise la couleur 2 et qu’au moins un troisié(ie d)
utilise la couleur 3 ;

* on en déduit la majoration suivantgG) < 4.

Cet exemple montre qu’il ne s’agit bien dans leg&séral que d’'une méthode approchée.
Des variantes sont envisageables selon I'ordre ldguel on examine les sommets et selon la
couleur que l'on choisit d'attribuer au sommet eksnquand plusieurs couleurs sont
disponibles.

X1.2.4. Algorithme approché donnant un minorant dey(G)

Pour obtenir un minorant dgG), on peut chercher un sous-grapheGleui soit une
cligue. C’est ce que fait I'algorithme glouton saw. On sélectionne un sommet de plus
grand degreé ; soi; ce sommet, et soft; le sous-graphe d& engendré par 'ensemble des

voisins dex;. En plus dexi, on sélectionne ensuite un sommegide plus grand degré dans
G1, et on construit le graph@, engendré par les sommets@g qui sont voisins d&y. On
recommence alors av€®, et ainsi de suite, tant que le graphe considést pas vide.

Plus précisément, soiext, X2, ..., X% les sommets sélectionnés jusqu’a l'itération cotgra
On consideére alors le sous-grafghesngendré par les sommets qui sont des voising, ake
X2, ..., dexi_1 et dex; simultanément. Sb; est vide, on s’arrétexy, xo, ..., X engendrent une
cligue maximale d& et on a < W(G) < y(G). Sinon, on sélectionne un sommgt deG; de
degré maximum danG;, on l'ajoute a la suite des sommgisxo, ..., x; déja sélectionnés et
on recommence.
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On obtient ainsi I'algorithme suivant :
*C 0O
*1 <0
*Gi ~ G
* tant queG; est non vide, faire :
* soitx; un sommet d&; de degré maximum
*C « CU{x}
*Gj+1 « sous-graphe d@&; engendré par les voisins dedansG;
* renvoyerC comme clique maximale d@ et|Cl comme minorant dgG).

Ainsi, quand on applique I'algorithme a I'exemple t figure 2 (rappelé ci-dessous a
gauche de la figure 3), on sélectionne d’alo(deul sommet de degré maximum) puis on se
place dans le graphe du milieu de la figure 3, rdgepar les voisins de Dans ce graphe,
(par exemple) est de degré maximum : on le sélenti@t on construit le graphe de droite de
la figure 3, obtenu en ne conservant que les widad dans le graphe précédent. Dans ce
nouveau graphe, on sélectiortméon aurait pu sélectionney et on s’arréte, puisque le sous-
graphe du graphe de droite engendré par les vaigibsest vide. Au total, on a sélectionné
trois sommetsly ¢, d) : on conclut que(G) vaut au moins 3. Dans cet exemple, I'algorithme
conduit a la valeur exacte d€G), mais ce n’est pas le cas général (voir exejce

a a
G

d b d b

(e

Figure 3. lllustration de I'algorithme déterminamt minorant de/(G).

Xl1.4. Exercices

Exercice 1

Exhiber une famille infinie de graph&snon complets vérifiank(G) = 2 ety(G) = 3.

Exercice 2

1. A laide d'un exemple, montrer que lalgorithn la partie 2.4. ne donne pas
nécessairement la valeur @G).

2. Donner un exemple de grapBegour lequel on axG) < y(G).



XIl. Complexité d'un probleme

XIl.1. Presentation et premieres définitions

XIl.1.1. Probleme du voyageur de commerce

Pour illustrer ce chapitre, nous allons présentepnobleme fort célebre de la théorie des
graphes : Iprobleme du voyageur de commefen anglaiSravelling Salesman Problém

Etant donné un graphe complet valué d&ommets (& chaque aréte est associée une «
longueur »), on cherche un cycle hamiltonien degleur minimum de ce graphe, aycle
hamiltonienétant un cycle qui passe une fois et une seulehl@gue sommet et la longueur
d’'un cycle étant la somme des longueurs des aetmstituant.

Un algorithme trivial est le suivant : énumérergdes cycles hamiltoniens du graphe et
calculer leur longueur afin d’en retenir un miniams la fonction longueur. Malheureusement,
cet algorithme est en pratique impossible a mettresuvre sur un graphe méme d’ordre assez
faible du fait du grand nombre de solutions : uaphe complet an sommets possede
(n-1)!

2 cycles hamiltoniens (en effet, un cycle hamiltonpeut étre décrit par la suite des
sommets selon l'ordre dans lequel on les renconitey a n! telles suites ; mais toute
permutation circulaire laisse inchangé le cyclendne que I'inversion de I'ordre d’écriture ;
tout cycle est donc représentéfiis, d’ou le résultat). Ce nombre entraine unpeihe calcul
rapidement trop élevé : par exemple, pouar 20, il faudrait environ 19 siecles de calculma u
ordinateur traitant un million de cycles hamiltarsea la seconde.

Hélas, si inextricable que soit la mise en ceuvreadalgorithme, on n’en connait pas de
fondamentalement meilleur. On peut accélérer lassi# de résolution par des méthodes de
type branch and bounddites aussi méthodes par séparation et évaluatiaqui seront
expliquées dans le chapitre suivant, mais tousalgsrithmes exacts actuellement connus
requierent un temps de calcul rapidement trop itapdmpour qu’il soit raisonnable de vouloir
les employer d’'un point de vue pratique quand fFerdu graphe devient lui-méme un peu
élevé. Nous allons voir que ce probleme est logtrd’le seul pour lequel on ne connaisse pas
de « bon » algorithme de résolution exacte et gsilpeu vraisemblable que I'on en trouve
un jour (ce qui ne signifie paspriori qu’il n’en existe pas).

Avant d’aller plus loin, définissons ce qu’on apeédille d’'une instancenotion beaucoup
moins intuitive qu’il N’y parait, et formalisonssl@otions deomplexité d’'un algorithmet de
bon algorithmea I'aide desnachines de Turing
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XI1.1.2. Taille d’'une instance

Lorsqu’on veut définir précisément la taille d’uimstance d’un probléme, il est important
de prendre en compte tous les facteurs. Par exeogohs le cas d’une instance du probleme
de plus court chemin, il faut tenir compte non smént du nombre de sommets du graphe
mais aussi des distances entre les paires de sembeetdescription d’'une instance d’'un
probléeme peut étre vue comme une chaine de cazac@partenant a un alphabet fixé. On
suppose que le codage de cette description est @St la longueur de cette chaine de
caractéeres qui définira la taille de l'instance. @ns’intéresse ici qu'a ce qu’on appellera un
codage
« raisonnable », c’est-a-dire, par exemple, que fitadmet pas de coder un entiesurn
caractéres, mais sur lag(caracteres, la base du logarithme étant sans ienpat

L’alphabet binaire {0, 1} permet un tel codage. #irreprésenter un enti&rstrictement

positif a I'aide de ce codage nécessitg}‘agZ(k’Ll)_l bits (ou [X] représente la partie
entiere par exces d@ ; représenter un graphemasommets par sa matrice d'adjacence
nécessitera autant de bits qu’il y a de couplesodemets, soib2. Dans ce systeme binaire, la
taille d'une instance est donc le nombre de bitsesgaires pour représenter toutes les
données définissant I'instance, qu’il s’agisse dmbres, d’ensembles, de graphes ou encore
d’autres structures. On adopte généralement cegequtaur les études de complexité ; ce sera
le cas pour les considérations qui suivent.

Xll.1.3. Machine de Turing et complexité d’'un algoithme

Pour préciser la notion de complexité d’'un alganigh) nous allons définir ce qu’est une
machine de Turing déterministe a une baridee telle machine est constituée de trois parties

* un ensemble d’états de la machine, constituant«wnaité centrale » qui contrble
'ensemble du déroulement du programme, a l'aid@ed'« table » contenant la
description des opérations a effectuer ;

» d'une bande infinie constituée de cases numérotées3, -2, -1, 0, 1, 2, ..., sur
laquelle sont initialement inscrites les donnéesoet seront inscrits les calculs
intermédiaires et les résultats finals ;

» d'une téte de lecture-écriture susceptible de direde modifier les informations
figurant sur la bande conformément aux instructfonsnies par I « unité centrale ».

La figure suivante schématise une machine de Turing
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Téte de_
lecture-écriture

Bande

ol 1| 1] 1] 01 0] O

-3 2 -1 0 1 2 3 4

Le comportement de la machine de Turing dépend tible contenue dans l'unité centrale
et des symboles lus dans les cases de la bandewdue pas, la téte de lecture-écriture lit le
symbole contenu dans la case de la bande sur laagliel pointe. En fonction de ce symbole
et de |'état actuel de la machine, la table indiyleetéte ce qu'elle doit écrire dans la case sur
laquelle elle pointe, détermine le déplacementadééte (une case dans un sens ou dans
l'autre, a moins qu'elle ne reste immobile) etrdéfiétat suivant de la machine.

L'exemple suivant illustre le fonctionnement d'umeachine de Turing et aussi la
modélisation d’'un programme par une telle mach@te;eci nous permettra de donner une
définition précise de ce que sont les algorithnagrmmiaux.

La machine que nous décrivons est constituée :

1. D’'un ensemble finQ d’états contenant un état initigd et deux états de figs etde (S
comme succes e comme échec ; si on applique cette machine de Judirun
probléeme de reconnaissance, c’est-a-dire un prabbiams lequel on pose une question
dont la réponse est « oui » ou « non » (voir phis, Iparagraphe Xll.1.4), le succes
pourra s'interpréter comme une réponse « oui ¢eliéc comme une réponse « non »),
comme toute machine, mais aussi des éta¢sqp.

2. D’'un ensemble fini de valeurs que I'on peut breécrire dans les cases de la bande,
qui contient un mot de {0, 1}* (sA désigne un alphabet, c’est-a-dire un ensemble de
symboles A* désigne I'ensemble des mots qu’on peut écrirardirpdeA, c’est-a-dire
toute chaine de symboles appartenant tody§ at un symbole particulier, que I'on
appelle « blanc b.

3. D’une fonction de transition qui, a un état @erlachine autre qug etge, associe un
triplet dont le premier élément indique le nouvitéle la machine, le deuxiéme le
caractére qui sera écrit a la place du caractete twisieme le sens de déplacement de
la téte de lecture (déplacement d’au plus une casenotera +1 un déplacement vers la
droite, —1 un déplacement vers la gauche, et Gdiate de déplacement) ; la machine
s’arréte sur |'étatjs Ou Qe.

La table ci-dessous indique les transitions de échime considérée. L’indice de ligne
correspond a I'état de la machine, l'indice de naau caractére lu sur la bande.

| 0 1 b
Jdo (QO, 0! +1) QO, 1! +1) Ql! b! _1)
1 (CIZ' b, _1) (Qe' b, O)

02 (9s b, -1) Qe b, 0) @e b, 0)
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L’effet d’'un tel programme est le suivant : la déenest une chaing de symboles
appartenant a {0, 1}. La chaiieest placée sur la bande, un symbole par caseemeigren

position 1, le dernier en positid?ﬂ. Les autres cases de la bande contiennent imtéadb.
La machine est initialement en étpt et la téte de lecture-écriture est positionnédasuase
de numéro 1. Le calcul se déroule alors étapetppeé

Il est facile de voir que I'étagy consiste a se déplacer vers la droite a la rebhealtun
blanc, et donc de la fin du mot, sans rien chanQe&and on a trouvé le premier blanc, on
change d’état et on passej@en revenant en arriere d’une case : on pointerohese sur le
dernier bit du mot. Si celui-ci est un « 1 », oargdte dans I'étaje : on a échoué ; si on lit au
contraire un « 0 », on passe a I'@aet on recule encore d’'une case (on notera qestrpas
possible de lire un blanc). Si le nouveau bit |t @s « 0 », on s’'arréte dans I'ét : la
réponse sera « oui » ; dans les deux autres’ét, final g est atteint : la réponse est non.
Finalement, on constate que cette machine modeéfiserogramme qui teste si un mot de
{0, 1}* se termine par 00 : c’est en effet une cibioth nécessaire et suffisante pour qu'il soit
reconnu par la machine, ou encore pour que la maotui 'admet en lecture termine le
calcul dans I'état)s.

Un probleme de reconnaissance peut se traduireeenetde machine de Turing
déterministe (a une bande). Par exemple la maatén@uring ci-dessus est associée au
probléme suivant : étant donné un entidr > 0, existe-t-il un entierm tel que
N =4m ? Le codage associé a une instance du problensengde, puisqu’il suffit de donner
une représentation binaire 8 La machine de Turing définie ci-dessus se ternaimdait
pour toute donnée (suite des éléments rangédénitéant dans la bande) : le calcul se termine
dans I'état « succés » si les deux bits a droite 8pelle se termine dans I'état « échec »
sinon.

Nous pouvons maintenant donner une définition peede lacomplexitéde la machiné,
ou encore de l'algorithme modélisé par Si, pour toute donnée, on atteint un état figab(
gs) €n un nombre fini d’étapes, on peut définir ureraps de calcul », ou complexité, comme
étant le nombre maximum de pas effectués Mapour pouvoir traiter n'importe quelle
donnée, de taille fixée, du probleme. Ce nombrpaie ou ce temps de caldyj(n) est donc
une fonction de la taillen = [X| de la donnéeX. S'’il existe un polyndbmep tel que
Tm(n) <p(n), on parle d'une machine de Turing polynomiale,oat dit que I'algorithme
modélisé pamM est polynomial (ce qui ne signifie pas que sa complexité pewd-reéme
s’exprimer comme un polyndme en la taille des desnénais seulement qu'on peut la
majorer par un tel polynéme ; ainsi un algorithnomtda complexité vaut Igg, oun est la
taille des données, est polynomial). Un algoritidost la complexité n’est pas majorable par
un polynéme en la taille des données eséxiitonentielméme si sa complexité ne s’exprime
pas a l'aide d’une exponentielle au sens mathéomatily terme (par exemple, un algorithme
de complexitén! ou n est la taille de la donnée, est exponentiel ofection factorielle n’est
pas majorable par un polyndme an sans pourtant étre elle-méme une fonction
exponentielle). On donne parfois I'appellation debens algorithmes » ou encore d’ «
algorithmes efficaces » aux algorithmes polynomiauxarrive cependant, dans la pratique,
que des algorithmes exponentiels aient des perfaresaremarquables (c’est le cas par
exemple de I'algorithme du simplexe pour les prot#é de programmation linéaire).

En pratique, cette définition de la complexité daigorithme est souvent remplacée par
une notion plus facile & manipuler. Au nombre de gfiectués par une machine de Turing,
on substitue en général le nombre d’opérationsidérées comme élémentaires effectuées
par un ordinateur séquentiel ; par élémentairegrtend une opération modélisable par un
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nombre polynomial (par rapport a la taille des dm®) de pas d’'une machine de Turing :
c'est le cas notamment des quatre opérations astihues, des différentes opérations de
comparaison, ou encore de I'affectation. C’estecatition de complexité qui a été introduite
au chapitre IV et qui a été utilisée depuis. Elld’awvantage de ne pas nécessiter la
formalisation d’un algorithme a l'aide d’'une madahide Turing (ce qui serait bien pénible...)
et de permettre l'utilisation de concepts d’'opénmadi plus familiers que celui de pas d'une
machine de Turing, sans apporter de grosses diffésequant au résultat qualitatif. En
particulier, un algorithme admet une complexité ypomiale au sens des opérations
élémentaires si et seulement si sa complexité mudEs machines de Turing I'est aussi.

XI1.1.4. Probleme de reconnaissance

Afin de donner des définitions correctes des natigue nous traiterons, nous nous
intéresserons dans ce chapitre, sauf mention éentea desprobléemes de reconnaissance
appelés ausgiroblemes de décisipn’est-a-dire a des énoncés pour lesquels la s&pest «

Oui » OU « non », et non pas a des problemes dgdtion. Il existe un lien fort entre
probléeme de reconnaissance et probleme d’optiroisalien que nous allons illustrer sur un
exemple, celui bien sir du voyageur de commercerbbleme d’optimisation du voyageur
de commerce, que nous noter@gC, peut s’écrire de la fagon suivante (pour simgilifes
développements ultérieurs, les valuations du gragent supposées entieres et strictement
positives) :

Nom :OVC

Données : étant donné un grapBed’ordre n, complet et valué par une fonction a
valeurs entieres strictement positives,

Objectif : déterminer la longueur minimum d’un ay¢lamiltonien dans le grapke

Quant au probleme de reconnaissance, que nousons®¥C associé au probléme du
voyageur de commerce, on peut I'énoncer ainsi :
Nom :RVC
Données : étant donné un enkieétant donné un graplid’ordren, complet et valué
par une fonction a valeurs entieres strictemenitiges,
Question : existe-t-il dans le grap@eun cycle hamiltonien de longueur inférieure ou
égale & ?

Il est clair que si nous résolvo@V/C pour le graphés, nous résolvons du méme coup
RVC Par conséquent, les tailles des instancé®\deet deOVC ne différant I'une de l'autre

que du terme additip092(k+1)—|, s'il existe un algorithme polynomial (par rapparta
taille des instances dgVC) pour résoudr®©VC, alors il existe un algorithme polynomial (par
rapport a la taille des instancesRMQC pour résoudr&VC

Réciproguement, supposons que nous résolvions ssicement un nombre fini
d’instances d&RVC en donnant & des valeurs entiéres, décroissant de 1 a chagpe. &n
partant d’'une valeur initiale depour laquelle nous sommes assurés que la répshseoai
», la derniére valeur dk pour laquelle la réponse est « oui » nous donnealaation
minimum d’un cycle hamiltonien.

On peut méme faire mieux pour déterminer la vatmathinimum, en utilisant un procédé
dichotomique pour encadrer ce minimum : on partroenprécédemment d’une valdupour
laquelle la réponse est « oui », par exem@lnax OU Valnhax désigne la plus grande des
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. . . val N - .
valuations du graphe ; puis on rés®uCen posank = {%J (ou |_xJ désigne la partie
- . . L . val .
entiére par défaut dg : si la réponse reste « oui », on recommence lwe%%J, sinon

avec k =

3. val N . L : Arog i
L—ma’(J, et ainsi de suite. Ainsi, aux parties entieregspi’intervalle de

recherche diminue de moitié et il suffit d’envirdog,(nval,,,)résolutions d'instances de
RVCpour résoudre l'instance associeedl¢C.

Par conséquent, tout algorithrAg de complexit&(Ag) permettant de résoudrd/Cdonne
un algorithmeAp de complexité enviromogz(n.valmax).c(AR) permettant de résoud@VC.
Or, si on appelleval la fonction de valuation d&, la taille d’'une instance d®VC est de
I'ordre deTp = Z Iogz(val(i, j)+ 1), puisqu’on doit coder les entieval(i, j) pour toutes

{i,i} G
| . " - L n(n—l)
es arétesi{ j} du graphe (on notera que cette quantité est spérou égale a2— et

donc a fortiori supérieure a logg), et la taille d’'une instance deVC est de l'ordre de

Tr=logza(k+2) + D logz(val(i,j)+1). En remarquant qu'on peut ne s'intéresser qu'aux
{i,ji}oG

instances d&VCpour lesquelles onlka< n.valmax (les autres instances admettent trivialement

la réponse « oui »), il est facile de montrer Bulat suivant : s’il existe un polynérpeenTr

qui majore la complexité dég, alors il existe un polyndbmgenTo qui majore la complexité

de Ao. Autrement dit, s’il existe un algorithme polynahi(par rapport a la taille des

instances d&®VQ pour résoudr®VC alors il existe un algorithme polynomial (parpap a

la taille des instances @@vC) pour résoudr®VC.

Ces reésultats montrent le lien fort en®R&C et OVC : I'un admet des algorithmes de
résolution polynomiaux si et seulement l'autre etmat aussi. Cette propriété, en fait
générale, nous permet de nous intéresser aux preblde reconnaissance pour obtenir des
renseignements sur la difficulté des problémestiitpation auxquels ils sont associés.

XIl.2. Classes P et NP ; problemes NP-complets

Les notions que nous allons développer dans cettdepne s’appliquent qu'a des
problemes de reconnaissance mais, comme il a étpludi haut, les résultats que nous
obtiendrons nous donneront aussi des indicatidagves aux problémes d’optimisation.

XIl.2.1. La classe P

Définitions. Un probleme est dit polynomial s’il existe un aljome de complexité
polynomiale permettant de répondre a la questiosépadans ce probleme, quelle que soit
la donnée de celui-ci. La classe P est 'ensembléods les problemes de reconnaissance
polynomiaux.

Bon nombre de problémes sont connus pour étre poliaux. C’est ainsi le cas pour les
problemes de reconnaissance associés aux probteaités dans les chapitres précédents de
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cet ouvrage (y compris les problemes de progranemdinéaire, méme si ce n’est pas
I'algorithme du simplexe qui permet d’établir csultat). Mais ne pas connaitre d’algorithme
polynomial résolvant un probleme donné ne sigmiie qu’il n’en existe pas. Pour prendre en
compte cette difficulté, on définit une classe debfemes plus large, la classe NP.

XIl.2.2. La classe NP

Définition. Un probléme de reconnaissance est dans la clag®esiN pour toute
instance de ce probleme, on peut vérifier, en umptepolynomial par rapport a la taille
de l'instance, qu’une solution proposée ou devipgmnet d'affirmer que la réponse est «
oui » pour cette instance.

Notons gu’on ne s’intéresse pas ici a la justifaratd’une réponse négative : on cherche
seulement a vérifier une réponse « oui ».

On peut préciser cette notion de « solution devinéd’'aide desnachines de Turing non
déterministes mais nous ne le ferons pas ici. Nous nous coertens d’illustrer cette
définition a I'aide, bien sdr, du probléme du vogagde commercBVC (nous reprenons les
notations de la définition donnée plus haut).

Proposition. RVC est dans la classe NP.

Preuve— Il suffit de montrer comment on peut veérifien, @n temps polynomial, qu’'une soi-
disant solution permet bien d’établir la réponsaui» pour I'instance considérée. Imaginons
pour cela qu'un tiers nous dise que la réponsettg destance est « oui » et, pour nous
convaincre de ce résultat, exhibe une facon deeviks villes en prétendant qu’il s’agit d’'un
cycle hamiltonien de longueur inférieure ou égale lBornek.

Nous aurons alors a vérifier deux choses :
1. La structure proposée est un cycle hamiltonien.
2. La longueur de ce cycle est inférieure ou égéle

Pour cela, on vérifie d’abord que la sutdes sommets proposée comme solution contient
le bon nombren de sommets ; ensuite on crée un tablBaun cases, indicé par les sommets
et initialisé a 0 ; puis on parcourt a nouveausesimets de et on incrémente au fur et a
mesure les valeurs contenues dans a la fin, les valeurs d& donnent le nombre
d’occurrences des sommets daBsll est facile d’en déduire sb est bien un cycle
hamiltonien. On peut aussi, lors de ce parcoutsula la longueur d&; en la comparant a
k, on vérifie ainsi la partie 2.

Toutes ces Vérifications nécessitent un nombre &taipns en QY), ce qui est bien
majorable par un polynéme déog, (k + 1) + z Iogz(val(i,j) + 1), ordre de grandeur de la
{i,j}oG

taille de l'instance d&VC

On a pu ainsi veérifier en un temps polynomial ge&'wsolution pressentie pour donner la
réponse « oui » la donnait bien. Par conséqiE est dans NP.

Par ailleurs, considérons un probleme polynomiast toujours possible de vérifier que la
réponse est « oui » en un temps polynomial, pauetmstance : il suffit de résoudre, en un
temps polynomial, le probleme pour I'instance cdéste et de voir si la réponse est « oui »
ou « nhon ». D’ou la proposition suivante :
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Proposition. P [0 NP.

Nous avons défini assez rigoureusement les prolsledee la classe P, un peu plus
intuitivement ceux de la classe NP. Il se trouv& @ jour on ne sait pas si ces deux classes
coincident ou si I'inclusion de la classe P danslésse NP est stricte. On peut néanmoins
s’intéresser aux problemes de NP qu’on peut coraid@mme « les plus difficiles » de cette
classe, au sens ou l'existence d’'un algorithme rpmtyial pour résoudre un tel probléme
entrainerait I'existence d’algorithmes polynomiguour résoudre n'importe quel probleme de
NP : ce sont les problemes NP-complets.

Xll.2.3. Problemes NP-complets

Transformation polynomiale

Une notion essentielle dans la théorie de la NPptéimde est celle deransformation
polynomiale: étant donnés deux problemes de déciBigret Dy, nous écriron®; < Do si
les conditions suivantes sont réalisées :

1. Il existe une applicatiohqui transforme toute instantele D, en une instancil) de
D,, et un algorithme polynomial, par rapport a ldl@aiel, pour calculef(l).

2. Il'y a équivalence entre les deux énoncBg admet la réponse “oui” pour I'instance
| » et «D, admet la réponse “oui” pour I'instant{) ».

Si D; < Dy et s'il existe un algorithme polynomial pour rédoeiD,, alors il existe un
algorithme polynomial pour résoudpg. En effet, pour obtenir la réponse relative askance
| de D4, il suffit de transformett polynomialement en l'instandgl) de D, et de résoudre
celle-ci, toujours polynomialement ; comrheonserve les réponses, on rédoen résolvant
f(1). On peut interpréter la relatiorn en disant qu®; n’est pas plus difficile quB,, au sens
introduit & la fin de la partie précédente. Il fesile de plus de montrer que est une relation
transitive : siD; < Dy etD, < D3, alorsD; < Da.

Définition. Un probleme Q est dit NP-complet s’il est danslésse NP et si, pour tout
probleme Qde la classe NP, on a’'& Q.

Remarquons tout de suite des aspects importantstte définition : si un probléeme NP-
complet s’avére polynomial, alors P = NP (QséetQ’sont deux problemes de la classe NP, si
Q est NP-complet et 9 < Q’ alorsQ’ est NP-complet. Enfin, notons que, dans le cas
P# NP, les problémes NP-complets et les problemegnpailiaux sont loin d’épuiser la
classe NP ; si B NP, on peut montrer au contraire qu'’il existe embre infini de classes de
problemes de NP de difficulté « intermédiaire »ar @pport a ces classes, P est la classe « la
moins difficile » et les problemes NP-complets d¢itnent la classe « la plus difficile ».

NP-complétude du probléme de satisfiabilité

Un probleme essentiel posé par la définition prénea est le suivant : existe-t-il des
probléemes NP-complets ? Une réponse positive a gatstion est fournie par le théoreme de
Cook, que nous ne démontrerons pas ici. Il porte ,Bu probleme de logique appelé
« Satisfiabilité » (ouSAT). Pour le définir, on considére un ensemhlede variables
booléennes ; a chaque variablest associée la variahle appelée variable conjuguée ulet
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qui prend la valeur « vrai » quandorend la valeur « faux » et réciproquement ; kesables
et leurs conjuguées sont appeléeslid@sales. Sivy, Vo, ..., Vk sont des littérales, 'ensemble

{v1, Vo, ..., v} est appelé unelause; on dit qu’une clause prend la valeur « vrai » si et
seulement si au moins une littéralecdgossede la valeur « vrai ».

Théoreme de CookLe probleme suivant est NP-complet :

Nom : SAT

Données : étant donnés un ensemble U de varialle®é&nnes et un ensemble C de m
clauses @, C,, ..., G, définies a partir de U,

Question : existe-t-il une fonction f définie deléhs {« vrai », « faux »} telle que chaque
clause ¢ (1 < i < m) possede au moins une littérale wérifiant
f(v;) = « vrai » ?

Si la réponse est « oui », on dit dDiestsatisfiable

Un exemple de probléme NP-complet : le problemeA3FS

Le théoreme de Cook étant supposé acquis, houssaltmr, sur un exemple, comment on
peut démontrer qu’un probléngeest NP-complet. Les étapes d’'une telle démonstraint :

1. Prouver qué&) est dans NP.
2. Choisir un problem®’NP-completad hoc
3. Exhiber une transformation polynomiale permettbétablir :Q’ < Q.

Nous allons établir le théoréme suivant, qui mogure le probleme de satisfiabilité reste
NP-complet si on impose aux clauses de contenicteweent trois littérales distinctes ; ce
probleme s’appelle $SAT

Théoréme.Le probleme suivant est NP-complet :

Nom : 3-SAT

Données : étant donnés un ensemble U de varialefdnnes et un ensemble de m
clauses @, Gy, ..., G, définies a partir de U et telles que, pour<li < m,
ICi| =3,

Question : existe-t-il une fonction f définie deléhs {« vrai », « faux »} telle que chaque
clause ¢ (1 < i < m) possede au moins une littérale wérifiant
f(v;) = « vrai » ?

Preuve

1. 3SAT est dans NP. En effet, on peut tester, en un tgmopsiomial, qu'une suite de
valeurs proposeées pour les variables donne biealéar « vrai » a toutes les clauses. Il suffit
pour cela de tester les valeurs des trois littéreke chaque clause, ce qui nécessitgests.
Le lecteur n'aura pas de difficulté a montrer qateccomplexité est polynomiale par rapport
a la taille des données. (On aurait pu aussi ctamsga’il s'agit d'un sous-probleme AT,

qui est NP, et que tout sous-probleme d’un probldm&lP est lui-méme dans NP lorsqu’on
ne change pas qualitativement la taille du codegeui est bien le cas ici...)

2. Nous n’avons pas, pour le moment, vraiment le@ixcldu probleme NP-complet : nous
prenonx’= SAT
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3. SoitU un ensemble de variables booléenne€ et {Cq, C, ..., Cy} un ensemble den
clauses, constituant une instances@d. Nous allons construire une instance deAs; c’est-
a-dire un ensembl€’ de clauses dont chacune aura 3 littérales, suensembleU’ de
variables, telle queC’ soit satisfiable si et seulement Gil'est. Pour cela, nous allons
transformer localement les clauses de l'instanc8Al€en clauses de 3 littérales, en ajoutant
éventuellement de nouvelles variables booléennes.

Considérons une clau§ = {z, 2, ...,z¢ (en fait, on devrait écrire & , z), ..., qij }: afin

d’alléger I'écriture, on ne fait pas apparaitraedicej) ou lesz sont des littérales dérivées des
variables ddJ et formons de nouvelles clauses de trois littéredenme suit (cela dépend du
nombrek de littérales utilisées par la clauSg. Les variables qui seront ajoutées lors de la
transformation deC; ne seront utilisées qu'a cette fin et n’intervierd pas pour le
traitement des autres clauses.

sik = 1, on ajoute deux nouvelles variablestw; et on construit les quatre clauses a
trois littérales &, vij, wi}, {z1, vj, w; }, {2, v, wi}, {z1, vj, w; };

sik = 2, on ajoute une nouvelle variableet on construit les deux clauses a trois

littérales {1, 2o, i}, {21, 22, 1}

sik =3, on n'ajoute pas de variable et on cons&\aans rien changer ;

sik> 3, on ajoutd — 3 nouvelles variables ;, pour 1<i <k - 3, et on construit lds
— 2 clauses suivantes, a trois littérales : lasdafr;, 2, vj 1}, les k — 4 clauses

{\/J_I Z+2, Vji+1} pour 1<i<k-4, la clause‘{j,k_g y A1, Zu}-

Une étude attentive des nouvelles clauses permatrgstater que celles-ci ne peuvent étre
satisfaites simultanément queGii est satisfiable, et réciproquement. Par exemas de
dernier cas, si on suppose toutes les littéralés « faux », alors il faut, pour satisfaire la
clause {1, 2, vj 1}, mettrev; 1 a « vrai » ; ce qui impose, pour satisfaire laistasuivante, de
mettre aussij » a « vrai », et ainsi de suite pour toutes lesabieis ajouteeg ; ; mais alors la
derniere clause ne peut pas étre satisfaite. Régipment, supposons qGg soit satisfaite
parce qu’on a attribué la valeur « vrai » a la&tatez,, avec 1<i <k — 4 (les autres cas se
traitent d'une fagon similaire et sont laisséseatdur) ; alors il est facile de satisfaire toutes
les nouvelles clauses en mettant les variabled « vrai » pour ¥1<i et a « faux » pour les
autres.

Les variables de l'instance deS&Tque I'on crée sont les variables de l'instanc& 4@ et
celles qu'on ajoute au cours de la transformatiéorite ci-dessus ; les clauses de cette
instance de $ATsont celles que I'on a construites selon cettestfoamation. D’aprés ce qui
vient d’étre dit, et grace a la « localité » desivedles variables, I'instance deSAT ainsi
créée est satisfiable si et seulement si I'instalecdépart dSATI'est.

De plus, cette transformation est bien polynompalisque le traitement d’une clauSga
k littérales nécessite la construction d’au plus Mak — 2) clauses et I'introduction d’au plus
Max(2,k — 3) nouvelles variables booléennes.

Cette transformation respecte donc tous les csitgrermettant d’établir que l'on a
SAT =< 3-SAT Comme de pluSATest NP-complet et que RATest dans NP, ceci montre la
NP-complétude de SAT
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On remarquera que, pour étre valide, une transtiwmae doit pas dépendre de la réponse
de l'instance de départ. Ainsi, dans ce qu’on vimproposer, la transformation est décrite
sans gu’on sache si la réponse a l'instance derdégla« oui » ou « non ». On remarquera
aussi qu'’il n’est pas nécessaire d’atteindre tolgssnstances de SAT; en revanche, il est
indispensable de transformer toutes les instane&den instances de SAT

Conséquences de la NP-complétude d’'un probleme

A quoi peut bien servir la démonstration, souvamgle et compliquée, du fait qu’un
probleme est NP-complet ?

Tout d’abord, cette preuve peut permettre d’éviterperdre du temps a rechercher un
algorithme polynomial pour résoudre le problemeennpas trouver ne constitue pas une
preuve d’'incompétence, ou alors la méme preuve aasgi pour les centaines de chercheurs
qui se sont attaqués, en vain, a la méme investig@our un tres grand nombre d’autres
problemes NP-complets, en logique, en théorie datbres, en théorie des graphes, etc.

Par ailleurs, si I'on persévere, nonobstant cetteodverte, dans la recherche dune
méthode exacte, on doit se tourner vers les méshoatame celles qui seront présentées dans
les deux chapitres suivants (méthodes par séparatiévaluation, dites encobeanch and
bound et programmation dynamique).

Enfin, cela justifie que I'on recherche des heigists, c’est-a-dire des algorithmes qui, du
moins pour des problémes énoncés comme problérpsrdisation, donnent, a défaut d’un
optimum, une valeur approchée de ce dernier.

Pour notre probléme favori dans ce chapitre, @edire le probléeme du voyageur de
commerce, nous ne démontrerons pas ici qu'il escdiRplet. Nous nous contenterons de
donner un algorithme approché qui, dans le cas esuldngueurs vérifient I'inégalité
triangulaire, fournit un cycle hamiltonien dontidegueur n’est pas plus qu’une fois et demie
la longueur d’une solution optimale : il s’agit Kieeuristique de N. Christofidés.

Heuristique de N. Christofides

On considére une instance du probleme du voyagegpohmerce constituée d’'un graphe
G complet valué, avec une valuation qui satisf@ypothése de l'inégalité triangulaire, dans
lequel on cherche un cycle hamiltonien de longueinimum.

L’heuristique de Christofidés consiste a construire arbre couvranfl de longueur
minimum du graphe, puis a construire sur I'ensentd@le sommets de degré impair de cet
arbre un couplage maximui de longueur minimum (comme il y a un nombre par d
sommets de degré impair et que le graphe est ctniples ces sommets pourront étre
couplés). On peut montrer que le graphayant pour ensemble d’arétes la réunion des arétes
deT et de celles d& possede un cycle (en général non élément@iggssant au moins une
fois par toutes les arétes e On construit un cycle hamiltonie@y de G en reliant les
sommets selon l'ordre dans lequel on les rencaur€ et en « sautant » les sommets déja
rencontrés. La figure suivante illustre ces diffdes étapes (le cycle hamiltoni€p que I'on
obtient n’est pas unique, il dépend de la facort dardécide de parcoui@).
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On admettra que toutes ces opérations peuventafiseréen un temps polynomial (plus
précisément, en @%), sin est le nombre de sommets @& La preuve du facteur 1,5 est
laissée en exercice au lecteur.

XI1.2.4. Problemes NP-difficiles

Nous ne donnerons ici qu'une idée trés informedlecd qu’est un probléme NP-difficile.
Contrairement aux problemes de la classe NP (et @onparticulier aux problémes NP-
complets et aux €léments de P), on ne s’intérehse gxclusivement aux probléemes de
reconnaissance. Informellement, un probléNfe-difficile est un probleme au moins aussi
difficile qu’'un probléeme NP-complet. On en déduitmhédiatement que les problémes NP-
complets sont aussi NP-difficiles et que ce samskuls problemes NP-difficiles de NP. Mais
il existe des problémes de reconnaissance quiNBrdifficiles sans étre dans NP. De plus,
on peut montrer le résultat suivant :

Proposition. Soit O un probleme d’optimisation. Si le probléseedécision associé a O
est NP-complet, alors O est lui-méme NP-difficile.

Par exemple, il résulte de tout ce qui a été disdae chapitre que le probleme appelé plus
hautOVC est NP-difficile.

XI1.3. Exercices

Exercice 1

On appelleclique dans un graphe non orienté un ensemble de sonueats a deux
adjacents. Que peut-on bien appeler « problemeadeliue maximum » ? Comment
s’exprime le probléme de décision associ€, qu’opebgra CLIQUE ? Prouver que ce
probléme est NP-complet.

INDICATION

On pourra compléter la transformation suivante p@aluire SAT a CLIQUE. Soit une
instance quelconque dBAT définie par un ensembld de variables booléennes et un
ensembleC dem clausesC,, C,, ..., Cy, définies sur les littérales dérivéeslde pour 1<i <

m Ci={z1 22 ...z} avecz j0Uouz ; OU pour1<j<r;;z jestdonc Igtlittérale

de lai€ clause. On construit le grapl@ dans lequel on cherche une clique d’'une certaine
taille (qu'on précisera) de la maniére suivantes kemmets d& sont des couples, (), i
faisant référence au numéro d'une clauseSéd, etj au numéro d'une littérale de cette
clause : la claus€; = {7 1, z, ..., Z,} donnera les; sommetsi( 1), ¢, 2), ..., {, ;) ; les
sommetsi( j) et {, S) sont adjacents dai3 si et seulement si# r (les arétes ne relient que

des sommets provenant de clauses différentes);et z, .
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Exercice 2

On appelletransversaldans un graphe non orienté un ensemble de someretsntrant
toutes les arétes. Que peut-on bien appeler «grabtu transversal minimum » ? Comment
s’exprime le probléme de décision associé, qu'qebgraTRANSVERSAR Prouver que ce
probléme est NP-complet.

INDICATION

On pourra transforme€LIQUE en TRANSVERSAEN montrant que le complémentaire
d'un transversal d'un graph@ définit une clique du graph& ayant le méme ensemble de
sommets qué& et tel que deux sommets distincts sont adjacearis@ si et seulement si ce
n'est pas le cas da et réciproquement.






XlIll. Méthodes par separation
et évaluation

XIII.1. Introduction

Un probléeme de programmation linéaire en nombreBersn est un probléme de
programmation linéaire standard avec destraintes d’intégrité c’est-a-dire qu’on impose
aux variables d'étre entieres. Autrement ditngiésigne le nombre de variables, c’est un
probleme de la forme :

Maximiserc.x
Ax<b

avec les contraintes n
xOIN

Alors qu’il existe des algorithmes polynomiaux pougsoudre les problémes de
programmation linéaire en variables réelles ('alipone du simplexe n’en est pas un), ce qui
établit que ces problemes sont polynomiaux, lelprab de décision associé au probleme de
programmation linéaire en variables entieres préegest NP-complet.

Comme il a été dit au chapitre XII, parmi les capsgnces du fait qu’un probléme est NP-
complet figurent les propositions suivantes :

1. On ne connait pas d’algorithme polynomial p@&soudre ce probleme.

2. Si I'on connaissait un tel algorithme, alors aurait automatiquement des algorithmes
polynomiaux pour résoudre tous les problemes atakse NP, c’est-a-dire a I’heure actuelle
un tres grand nombre de problemes répertoriés ntettaorizons divers, et pour certains trés
étudiés ; de la a penser gu'’il n’existe pas dalggrithme...

3. Avoir prouvé gu’'un probleme est NP-complet a desséquences sur la facon dont on
cherche a le résoudre.

» Lorsque I'on doit traiter des problémes de granideedsion, on peut s’attendre a ce
gue les algorithmes exacts ne réussissent pasreediansolution optimale... faute de
temps. On applique alors des méthodes appéiéasistiques qui sont censées
donner, en un temps raisonnable, une approximaksora solution (sans que I'on
puisse parfois dire beaucoup de la fagon dont ajsochent I'optimum). Les trois
derniers chapitres de ce livre présentent certalieggre elles.

* Pour les algorithmes exacts, on fera appel a dgeritdmes comme la
programmation dynamiquéqui fera I'objet du chapitre suivant) ou comme le
méthodes par séparation et évaluati@ppelées aussnéthodes arborescentes
encorebranch and bound

Dans ce chapitre, nous allons expliquer le fonctemnent des méthodes par séparation et
évaluation a l'aide du probléme du sac a dos ; poigs indiquerons une facon, parmi
d’autres, d’appliquer ces méthodes au problémeogageur de commerce.
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XIl.2. Probleme du sac a dos : méthodes heuristiogs

Supposons que nous désirions constituer le comteimusac a dos et que nous ayons envie
d’y mettren objets de volumes respectifs ...,v,. Ayant constaté que la somme des volumes
desn objets était supérieure au voluiWedu sac a dos, nous affectons a chaque objet une
utilité u, ...,un. Nous modélisons alors le probleme en introduisav@riables ditesariables
de décisiorxy, ...,xn, a valeurs dans {0, 1}, la valeur 0 attribuée addablex; signifiant que
nous n'‘emporterons pas l'objetla valeur 1 que nous le prenons. Si nous vouwog le sac
le plus utile, nous voyons que nous sommes amergsoadre le probleme suivant :

n
Max )’ uj.x
=1

n
ZV] 'Xj <V
j=1

X; D{O,]} pourl< j<n

avec les contraintes

Il s’agit la d’'un probléme de programmation linéaén variables bivalentes (on dit aussi «
en 0-1 ») a une seule contrainte, connu sous le d®probleme du sac a da&napsack
problemen anglais). Cependant, par abus de langage,rt@rgpancore de probléme de sac a
dos (ou parfois derobleme de sac a dos générajig@grsque la contrainte reste unique mais
que les variables peuvent étre entiéres positivesnalles et non plus nécessairement
bivalentes. C’est ce probléme (variables entiégjas)nous considérons dans ce qui suit.

XIIl.2.1. Premiéere heuristique

Pour résoudre le probleme du sac a dos (générals® peut avoir l'idée de
« relacher les contraintes d’intégrité », c’estt@desoudre le probleme en variables réelles,
puis d’arrondir les solutions obtenues en prenauntsl parties entiéres par défaut. Nous allons
voir que cette méthode ne peut étre considéréecqmeme une heuristique sur I'exemple
suivant :

Maximiser 18; + 8% + 5x3

6%, + 5% + 4X3 < 9

avec les contraintes .
{ O IN pour 1<j< 3

X]

La relaxation des contraintes d’'intégrité conduitraprobleme de programmation linéaire
dont la résolution, immédiate par la méthode dupkéme €f. exercice 1), donng™ = 1,5,
X," = 0,%3" = 0 etz = 15. La méthode des arrondis domge= 1,Xx" = x3* = 0 etZ* = 10,
alors que le probléme admet la solutigh = 0,x,* = 1,x3* = 1 etZ* = 13, dont nous verrons
gu’elle est optimale.
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XIll.2.2. Seconde heuristique

On peut tout de suite imaginer une autre heuristigour le probléme du sac a dos
(généralisé). Une approche de style qualité/phere aux unions de consommateurs, incite a
un classement des variables dans I'ordre décrdisssrapports utilité/volume. On peut alors
examiner les variables dans cet ordre et choisidaeer, a la variable examinée, la plus
grande valeur entiere permettant de satisfairecan&ainte compte tenu des choix déja faits.
Un tel algorithme est dit « glouton » parce qu’'oaté les variables les unes aprés les autres
en prenant des décisions que I'on ne remet paausec

Pour notre exemple, les rapports en question I8np&urxy, 8/5 pourx, et 5/4 pourxs.
L’ordre induit par 'examen des rapports est dapc,, X3. Compte tenu de la contrainte, la
plus grande valeur possible payrest 1. Ayant donné la valeur 1xg on voit qu’on doit
donner la valeur O & et axs. On retrouve ici la méme solution que celle foerpar la
méthode précédente (mais c’est un hasard ; cattde heuristique est en fait toujours au
moins aussi bonne que la premiere). Nous voyors gus pour I'une comme pour l'autre on
ne peut parler que d’heuristique.

XII1.3. Méthode par séparation et évaluation pour b
probleme du sac a dos

Ce type de méthode s’applique a la résolution dblpmes d’optimisation combinatoire
avec un grand nombre de solutions envisageablegnetparticulier, a la résolution de
problemes de programmation linéaire en nombre®mnidu I'on peut définir la notion de
solution réalisable, c’est-a-dire de solution $aisant les contraintes. Nous allons associer a
cette méthode une arborescence dont les sommet¢spondent a des ensembles de solutions
réalisables, la racine de l'arborescence conteramsemble de toutes ces solutions
réalisables. L'expansion de cette arborescencetgi selon quatre ingrédients : principe
de séparation un principe d’évaluation l'utilisation d'une borne et une stratégie de
développement

XI1.3.1. Principe de séparation

Le motséparationreprésente le fait que nous partageons, en fondtimn certain critére,
'ensemble des solutions réalisables contenues densommet de cette arborescence
(ensemble que nous ne connaissons pas explicitemerstous-ensembles, ceux-ci devenant
dans I'arborescence les fils du sommet considéeésdule exigence dans ce partage est que
nous ne perdions ni n’ajoutions de solution (aueeindit, I'union des sous-ensembles
associés aux fils d'un sommet doit étre égale aséenble associé a ce sommet). Si on
n'appliquait que le principe de séparation, cellserait effectuée pour tout sommet contenant
plus d’une solution.

Nous allons illustrer le principe de séparation| seartir du probléeme de sac a dos
(généralisé) considéré plus haut. Pour cet exenmagles pouvons appliquer les criteres de
branchement suivants :
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* une premiéere séparation sera effectuée selon lesrgsadex; ; comme, d’apres la
contrainte,x; ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, nous aé&pdiensemble de
toutes les solutions associé a la racine en deus-sesembles : 'un contient toutes
les solutions pour lesquelleg vaut O et I'autre contient celles pour lesquekes

vaut 1 ;

» une deuxieme séparation sera faite de la méme fageant les valeurs possibles de
Xo, asavoirOoul;

« enfin, une troisieme séparation aura lieu selowvddsurs possibles dg : 0, 1 ou 2,
sauf pour le sommet vide correspondant aux ckoixx, = 1.

Le dessin suivant montre ce qu’est I'arboresceltennie pour notre exemple. Les carrés
y représentent les cas pour lesquels les troisabl@s sont entierement déterminées. Les
sommets de I'arborescence barrés d’'une croix enles@sommets vides.

Il suffit, pour connaitre la solution optimale, dalculer la valeur de la fonction objectif
pour toutes les feuilles non vides de I'arboreseepnbtenue. Cette méthode peut étre
améliorée pour éviter I'examen de certaines brasmchHeexiste en effet deux raisons qui
permettent de ne pas développer un sommet de t&sbence : lorsque I'on peut montrer que
ce sommet ne contient pas la solution optimalerstjue que I'on sait résoudre directement le
probleme correspondant a ce sommet. Le principeatliation et la borne peuvent fournir de
telles indications.

<

X3= 0 X3= 1 x3= 2 X3= 0x3= 1 X3=2 Xg= 0xg=1 X3=2

< impossible : contrainte violée

XI1l1.3.2. Principe d’évaluation et utilisation de la borne

Dans un probléme d’optimisation écrit sous formendimisation d’'un certain objectif, la
borne correspond a une valeur qu'on sait atteindre pobjectif, & 'aide d’'une certaine
solution réalisable, et qui est donc par définition minorant du maximum. Ainsi, pour le
probléeme de sac a dos (généralisé) abordé plus leauteuristiques précédentes ont montré
qgue 10 est une borne inférieure du maximum cherché.

Toujours dans le cas ou on cherche un maximdwaluer un sommet’est déterminer un
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majorant de I'ensemble des valeurs de I'objectifegpondant aux solutions contenues en ce
sommet. Ainsi, ayant évalué un somn®ton saura que pour I'ensemble des solutions
correspondant & on ne peut pas faire mieux que la valeur de li&teon. Une évaluation
d’'un sommet est ditexactesi la valeur donnée par I'évaluation est attepaeun élément de
'ensemble associé au sommet. Pour I'exemple pegtgeda relaxation des contraintes
d’intégrité avait permis d’obtenir la valeur 15. dCeest donc un majorant du maximum
cherché en valeurs entieres (en effet, quand @chrelles contraintes d’intégrité, le domaine
des solutions réalisables grandit et le maximuns d&ndomaine ne peut qu'étre supérieur ou
égal a celui du domaine en valeurs entieres), epeut attribuer cette valeur comme
évaluation de la racine. Cette évaluation n'estgacte, car la solution qui donne 15 n’est
pas a composantes entieres.

La borne et I'évaluation permettent de ne pas @@par un sommes dans les deux cas
suivants (toujours pour une maximisation) qui viemndonc s’ajouter au cas précédent (les
contraintes ne sont pas satisfaites) :

» I'évaluation deSest inférieure ou égale a la borne ;

» l'évaluation deS est exacte ; dans ce cas, si cette évaluationstestement
supérieure a la borne (sinon on est dans le caggeét), on a exhibé une solution
meilleure que celle associée a la borne : on medifinc la borne et on se retrouve
dans le cas précédent.

On voit qu’on a intérét a calculer une bonne ba@in& concevoir une fonction d’évaluation
assez fine afin d’éliminer le plus t6t possibleples de branches possible. Mais en méme
temps, ces calculs doivent pouvoir étre effectuégretemps raisonnable...

Si on récapitule les cas qui permettent de ne gasrer un sommes on obtient
finalement :

1. On sait que toutes les solutions contenues 8amnt au plus aussi bonnes qu’'une
solution gu’on connait déja (par comparaison efitrealuation deS et la borne
courante).

2. S est vide ou on connait la meilleure des soluticmstenues danS, soit parce que
I’évaluation est exacte, soit parce qu'une méthdidecte a permis de conclure pour ce
sommet.

XII1.3.3. Stratégie de développement

Le quatrieme ingrédient consiste a déterminer lgoria dont on va construire
I'arborescence, c'est-a-dire dans quel ordre onappliquer le critere de séparation aux
sommets de I'arborescence.

Dans une premiére stratégie, appelée « en profondean peut faire une construction en
profondeur d’abord en descendant dans les branoebgg’a ce qu’'on trouve un sommet que
I'on peut éliminer, augquel cas on remonte pour sededre dans une autre direction (s'il en
reste). Si l'arborescence était connue explicitamertte construction correspondrait a
I'application d’'un parcours en profondeur a cettaoegescencect. chapitre VIII). Cette fagon
de procéder présente plusieurs avantages, prieaiealt au niveau de la place mémoire :
I'encombrement en place mémoire est souvent rela@nt peu important, puisqu’il ne faut
conserver que la description de la branche qu’qoes (il n'est pas nécessaire de conserver
la description compléte de I'arborescence) ; etlesspde également des avantages au niveau
des acceés disques (en effet bien souvent on netiaéter tout le probleme, vu sa taille, en
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mémoire centrale) ; enfin, elle permet plus facéemd’'exploiter, quand il y en a, des
informations disponibles au niveau du sommet queaamine et au moins partiellement
utilisables pour les fils de celui-ci.

On peut aussi commencer par séparer les sommetsigitévaluation la plus grande (pour
une maximisation) en suspectant que ce sont eugajuiennent la solution optimale : c’est
dans le sommet de plus grande évaluation qu'orespdir, justifié ou non, de trouver la
meilleure solution. Cette stratégie, de type « leil d'abord », peut, pour certains
problemes, étre plus rapide du fait qu’'on essaibaiue itération d’explorer la direction qui
semble la plus prometteuse ; en revanche, la gediol'arborescence n’est pas triviale et
consomme généralement beaucoup de place mémaoire.

Enfin, on peut envisager une exploration en largtaibord, mais cette méthode est trés
rarement implémentée pour des questions d’effiéaatid’encombrement de la mémoire.

XI1.3.4. Application au probleme de sac a dos

Nous pouvons reprendre I'étude de I'arborescenéeépiente en utilisant comme fonction
d’évaluation la résolution du simplexe en variabteslles, qui est immédiate a effectuer dans
le cas d’'une seule contrainte : en effet, il esildade se convaincre que, lorsque I'on applique
I'algorithme du simplexe a un probleme a une sealgrainte, si on choisit comme variable
entrante la variable de choix de plus petit indies, variables étant indicées dans I'ordre
décroissant des rapports utilité/voluncé €xercice 1), on obtient 'optimum en une itématio
La stratégie retenue sera celle du parcours emmdetlir d’abord. Enfin, on rappelle que la
borne obtenue a I'aide des heuristiques vaut 10.

On obtient alors I'arborescence ci-dessous, enasgij que I'on a procédé a I'évaluation
du sommek; = 0,x, = 1 avant d’entamer la séparation du sonxpet x, = 0, ce qui hous a
permis d’améliorer la borne grace a une évaluadi®ri3, qui était exacte. Les sommets de
'arborescence sont numeérotés dans l'ordre selajquele on les rencontre lors du
développement en profondeur d’abord.

S1

évaluation exacte  évaluation < borne

><  impossible : contrainte violée

X5= Ox5= 1 X3=2

L’évaluation du somme®; est obtenue par la solutiog = 1, en plus des choig = 0 et
xo = 1. C’est donc une évaluation exacte. Par cores#qul est inutile de développer ce
sommet et on interrompt I'exploration de cette blen De plus, la valeur obtenue, réalisable,
est meilleure que la borne ; on change donc celigdcpasse de 10 a 13.
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Renoncant au développement 8g on remonte &, pour examiner, s’il en existe, les
autres choix relatifs &, ce qui nous conduit & avecx, = 0. On obtient alors 11,25 comme
évaluation des,. Celle-ci étant inférieure ou égale a la nouvieiene, on ne développe pas
et on remonte e puis enS;, puisque aucun autre choix n’est possible peuaiu niveau

deS,.

Quand on arrive efs, la contrainte fait qu’il n’y a qu’une seule pdskié viable pourx; :
0, ce qui donn&. Les choix pouixs, au niveau dég, conduisent soit a des solutions non
réalisables, soit a un somntgtd’évaluation exacte mais moins bonne que la baoteelle.
On interrompt donc I'exploration d&, on remonte ei%s ou il n'y a plus de prolongement
réalisable, puis el$; ou, de méme, il n'y a plus de prolongement a emgas. On a donc
terminé : le maximum cherché vaut 13 et est atfEnk; = 0,xo =x3 = 1.

XIll.4. Application au probleme du voyageur de comnerce

Rappelons que le probleme du voyageur de commeitcka eecherche, dans un graphe
complet valué, d’'un cycle hamiltonien (c’est-a-di@ssant une fois et une seule par tous les
sommets) de valuation totale minimum. Ce problesteN®-difficile (plus précisément, le
probléeme de reconnaissance associé est NP-comytaty. allons montrer qu'il fait partie de
la classe des probléemes de programmation linéaineagables 0-1, dont il est d'ailleurs un
représentant extrémement célébre. Nous décriromgitenune méthode par séparation et
évaluation permettant de le résoudre.

XIll.4.1. Forme linéaire en 0-1 du probleme du voygeur de
commerce

Considérons le graphe complgt = (X, E) an sommets, c’est-a-dire le graphe d’ordreu
tous les sommets sont adjacents deux a deux. Quosege plus qu’on a défini une valuation
sur 'ensembldE des arétes de ce graphe, autrement dit une ajpigade E dans R que I'on
appelle « poids », le poids d’'une aréta, \{} étant notép,,. Associons a chaque aréte {/}
de K, une variable bivalentg,, qui vaut 1 si on garde l'arétei{v} pour constituer le cycle
hamiltonien, O sinon.

On peut représenter la contrainte de constitueyale hamiltonien a I'aide des contraintes
suivantes :

* pour tout sommet, la somme des valeurs des variables associéearéies ayant
comme extrémité est égale a deux, ceci traduisanfait que dans un cycle
hamiltonien tout sommet est de degré deux ;

e pour tout sous-ensembk de X autre queX, le nombre d’arétes ayant ses deux
extréemités dan¥ est strictement plus petit qu¢ | cette condition implique que
I'ensemble des arétes gardées ne se décompose plasieurs cycles.

Toutes ces contraintes s’expriment bien linéairerpantapport a I'ensemble des variables
du probléme, comme le montre la forme suivante :
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Min z Puv- Xuv
{u,v} OE

‘o X, D> X =2
‘ vOX
avec les contraintes  {0Y O X avecY # X, Y xw <[

{ {u,v} LE
uly, vy

({u, v} OE, xw 0{0, 1}

Xll1.4.2. Définition d’'une fonction d’évaluation

Soit G un graphe dans lequel on cherche un cycle hanghode poids minimum. Une
évaluation possible d'un sommet de l'arborescenamed procédure par séparation et
évaluation est justifiée par les remarques trigi@ieapres :

* une chaine constitue un arbre particulier ; la rdhaibtenue en supprimant d’un
cycle hamiltonien d&5 un sommet quelconque et les deux arétes qui lui sont
adjacentes est un arbre couvranGe xg : elle est donc de poids supérieur ou égal
au poids d’'un arbre de poids minimum couvi@nt xg ;

e dans un cycle hamiltonien, tout sommet a un dega¢ &2 ; la somme des poids des
deux arétes d’'un cycle hamiltonien adjacentes sommmetxg fixé est supérieure ou
égale a la somme des poids des deux arétes lekegérss incidentesxg dansG.

Choisissant de fagon arbitraire un sommetle poids d’'un cycle hamiltonien quelconque
est donc supérieur ou égal a la somme des poiddalesarétes les plus Iégéres adjacentes a
Xo plus le poids d’'un arbre de poids minimum couvi@nt Xo. Cette quantité constitue un
minorant du poids d’'un cycle hamiltonien optimalpeturra par conséquent constituer une
fonction d’évaluation pour I'arborescence (I'évdlaa doit en effet fournir un tel minorant
puisque le probléme de départ est un probleme demigiation).

Xl1l1.4.3. Description d’'une méthode par séparation et évaluation

Nous pouvons maintenant décrire, parmi d’autress wméthode par séparation et
évaluation utilisant I'évaluation définie ci-desgliexercice 2 en donne une illustration).

On suppose gu’'une borne a été calculée au préalphieexemple & l'aide d’'une des
méthodes exposées dans les deux derniers chagéres livre (faute de mieux, on peut
toujours partir d’un cycle hamiltonien choisi awslad, mais la borne qui en découlera risque
d’étre assez mauvaise).

Choisissons une fois pour toutes un somrgeafin de procéder a I'évaluation décrite ci-
dessusComme toujours, la racine de I'arborescence contmutes les solutions réalisables
possibles, c’est-a-dire ici I'ensemble de tousdgdes hamiltoniens du graphe. Arrivés a un
sommetS de l'arborescence (y compris la racine), évaldenssi I'évaluation deS est
supérieure ou égale a la borne (attention, nousresnen train de résoudre un probleme de
minimisation...), nous ne développons [sast S est abandonné : nous savons déja faire au
moins aussi bien. Sinon, construisons le graph&epat correspondant a I'évaluation en
ajoutant les deux arétes adjacenteg de moindre poids dans le graphe couf@ra celles
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d’un arbre de poids minimum couvraBt-—xg : H est un graphe connexe d’ordr@ossédant

n arétes. SH est un cycle hamiltonien, par définition I'évalioat de S est exacte ; on peut
alors abandonne® : on ne fera pas mieux, en ce qui concerne legisnt contenues dais
que ce qu’on vient d’obtenir ; en outre si cettaléation exacte est inférieure a la valeur
actuelle de la borne, on remet celle-ci a joutHd ®iest pas hamiltonien, puisqu’il est connexe
et comporten arétes, c’est qu’il contient au moins un sommedelgré strictement supérieur a
deux. Considérons un tel sommet etiléis> 3) arétes, ey, ..., auxquelles il est adjacent
dansH. Pour définir le critere de séparation, remarquenssqu’un cycle hamiltonien est un
graphe dans lequel tous les sommets ont un degté@ &y qu’on ne perd aucune solution en
considérant successivement celles qui ne contiérpese;, puis celles qui ne contiennent
pase, ... et ainsi de suite jusqu’a I'aréte; le sommeS de I'arborescence sera donc séparé
seloni branches, chacune d’entre elles correspondannhtartiiction d’'une des arétese,
(1<k<i). On traduit la contrainte « ne pas contenir tag » par le fait de mettre le poids
deeg a I'infini dans le graphe couraGt

XIII.5. Exercices

Exercice 1

On considere un probleme de programmation linéstaadard, a une seule contrainte,
défini par

n n
Max > uj.X; avec Y vj.xj <V etx >0 pour I<j<n.
j=1 j=1
Tous les coefficients; etv; sont supposeés strictement positifs et I'on suppeseariables

classées par rapports utilité/volume décroissantspour rester dans un formalisme plus
mathématique, suivant les valeurs décroissantesag@ertsu;/v; . Montrer que la variable
X1 est entrante et que, en la faisant entrer en loasaiteint 'optimum de I'objectif en une
seule étape. Exprimer la valeur de I'objectif enction des différents coefficients.

Exercice 2

Appliquer la méthode par séparation et évaluatiéorite ci-dessus pour résoudre la
probleme du voyageur de commerce dans le gr&ghe’est-a-dire le graphe complet a six
sommets) dont la matrice des poids est la suivante

X y Z t u v
X +00 4 7 2 5 4
y 4 +00 3 2 1 2
Z 7 3 +00 2 6 3
t 2 2 2 +00 5 3
u 5 1 6 5 +00 2
\Y; 4 2 3 3 2 +o0

Que faudrait-il faire si on voulait connaitre toles cycles hamiltoniens de poids
minimum ?






Corrigé des exercices

Chapitre VI

Corrigé de I'exercice 1

Considérons une chaine élémentaire de longueurnmiaxj et appelons et b ses
extrémités. La chaine ne pouvant étre prolongéeydésins dea par exemple sont sur cette
chaine qui contient donc au moins le sommet o autres sommets, puisqaepossede au
moinsdvoisins. La chaine est donc de longueur au m@ins

Considérons la méme chaine et I'aréte qualéeun sommet qui lui soit adjacent (un de
ses voisins donc) et qui soit le plus loin possiidea sur la chaine. L'union de cette aréte
{a, c} et de la portion de chaine entaect c constitue un cycle ; or, cette portion de chaine
contient au moin®+ 1 sommets, d’ou le résultat annonce.

Corrigé de I'exercice 2

Si on considere la somme, étendue a tous les s@awrdetG, des degréd(x), on compte
exactement deux fois chaque aréte. Cette sommaoastégale arf et est par conséquent
paire. Le nombre des termes impairs qui interviahndans cette somme est donc
nécessairement pair, comme l'indique I'énoncé. ddaséquent, un graphe ayant 5 sommets
ne peut pas avoir tous ses sommets de degré iatpain particulier, ne peut pas étre cubique.

Corrigé de I'exercice 3
Nous établissons d’abord deux lemmes.

Lemme 1 Si G est connexe d’ordre n, alors la taille m desbau moins égale a n — 1.

Preuve du lemme .4 Elle se fait par récurrence sur Le résultat est vrai pour
n = 1. Supposons-le vrai pour tquk n. Considérons alors un graphe connéxd’ordren.
Soientx un sommet quelconque @t—x le sous-graphe dé engendré paX — {x}. Soit k le
nombre de composantes connexes de ce sous-graghg €b, ..., Gx ses composantes
connexes. D’aprés I'hypothése de récurrence, Ik tag de G;j est au moins);, — 1, oun
désigne l'ordre dé&5;. Puisque le graphe était initialement connexa,au moins un voisin
dans chacune des composantes ; en effet, pourddliersommet d’'une composante a un
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sommet d’une autre composante, il est nécessaipaster pax. Le nombre totam d’arétes

k k
du graphe estdoncm=Y m +d(x) =Y (n -1)+k=n-1
i=1 i=1

Lemme 2.Si G est sans cycle et d’ordre n, alors la tailee@ est au plus égale a n— 1.

Preuve du lemme.2 Elle se fait & nouveau par récurrence sur lemeG, la proposition
étant clairement vraie pour les petites valeurs.d& dans un graphe fini tout sommet est de
degré au moins 2, alors le graphe contient au mainsycle, puisque dans une promenade
commencant en un sommet quelconque, on peut teujepartir d’'un sommet par une aréte
autre que celle par laquelle on est arrive. Si waplye est sans cycle, il contient donc
nécessairement un sommet de degré 0 ou 1x$oittel sommetG étant sans cycle, il en est
de méme du sous-grapke— x . Par hypothese de récurrence, la tailleGde x est au plus
n— 2, et, par le choix de la taille deG est au plus — 1.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver ledicatgns suivantes
a=>b,a=>c,b=>d c=>e d=f e=f f= a, et cette tache, facile, est laissée au lecteur.

Corrigé de I'exercice 4

a. L'application de l'algorithme de Kruskal au gnepproposé donne l'arbre couvrant de
poids minimum suivant.

X2 X3
6 (6
X, © xg \ 6 (7)
X4 9 (11)
54 7 (8) X+ ‘)
X5 9 (10) .o %o
3(2) 7(9) 2 (1)
X X'11 ;12 X10

L’arbre T ainsi déterminé est de poids 63. Sur chaque de€te il est indiqué, outre le
poids de celle-ci, un nombre entre parenthéseslopme le numéro d’entrée de cette aréte
dans I'arbre selon I'algorithme (I'ordre d’entréesdarétes de méme poids est arbitraire).

b. L’algorithme de Prim redonne ici I'arbre préceétdéun arbre couvrant de poids minimum
n'étant pasa priori unique, l'algorithme de Kruskal et celui de Priraugent donner des
arbres différents, mais bien sir de méme poida)g prisx; comme point de départ ; chaque
aréte porte deux nombres : son poids et, entrentharges, le numéro d’entrée de cette aréte
dans I'arbre selon l'algorithme.
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Xy X3
6 (2)
Xy xg \ 6 (5)
* 9 (7)
" o 4 (4)
X5 9 (3) ] (8) Xg
31y, 700 [ 2()
Xg X711 X1o X10

Corrigé de I'exercice 5

AppelonsT = (e; ... & &+1 -.- §-1) I'arbre couvrant construit par I'algorithme deirRr
Supposons qu’il nest pas de poids minimum et appely un arbre couvrant de poids
minimum coincidant aussi loin que possible avec’est-a-dire qudg= (e ... & fk+1 ... f1o1),
aveck le plus grand possible. L'aréég.1 n'appartient pas &y, a cause du choix dg donc
To O e +1 contient un cycle€C. Au moment ou on a choisi I'aréég,, dans la construction de
T, on a relié une parti@ (voir sa définition dans la description de l'aligome) deG aG — R
Si on considere la chair@ — e, elle joint, elle aussiR a G — R et une de ses arétes au
moins a une extrémité daRset l'autre danss — R. Appelonsf une telle aréte ; les arétes
pour 1<i < k ayant toutes leurs deux extrémités d@nsR, f n'est pas I'une d’entre elles ;
d’autre part,f étant une aréte dé — g1, €elle est dang,. D'aprés le choix d&+q, on a
poidqf) > poidgex + 1). Si I'inégalité est stricte, I'arbrelg U ec+1) —f est de poids strictement
inférieur a celui df, ce qui est contradictoire avec le fait queest de poids minimum. S'il
y a égalité, I'arbre Top O ec+1) —f est de poids minimum et coincide davantage avgaeT),
et il y a encore contradiction avec le choixTge Dans tous les cas, il y a une contradiction :
c’est donc quéd est de poids minimum.

Chapitre VII

Corrigé de I'exercice 1

Preuve du théoreme-+ La condition sur la non-vacuité den’est qu’une facon de dire qu'il
existe bien des chemins geversy. S’il 'y a pas de circuit absorbant rencontramtchemin
de x versy, il n’'y a aucun intérét pour aller deay a emprunter un circuit (au pire cela
rallonge, au mieux la longueur de ce circuit edkenet cela ne raccourcit pas). On peut donc
chercher les plus courts chemins parmi des cheélémentaires et, comme ceux-ci sont en
nombre fini, le probléme d’'un chemin de longueunimum a bien une ou des solutions ; les
autres plus courts chemins (donc non élémentases)éduisent des précédents en ajoutant
d’éventuels circuits de longueur nulle.

Les preuves des théoremes 2 et 3 sont tout anfalibgues.
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Corrigé de I'exercice 2

Nous donnons ci-dessous la distandist et le prédécesseupréd désigné par linitiale
du sommet) obtenus a linitialisation et aprés cleagération. A la fin de chaque étape, le
sommet a examiner a l'itération suivante est ercades valeurs en caracteres gras dans le
tableau des distances correspondent aux sommetsseint a examiner.

dist, préd Paris | Hamb. Lond, Amst. Berlin Stock. Oslo EdimiRana
init. @ 00 o0 00 00 0 o0 00 0
étapel O | 7,P| 4P | [3, P 0 o | 0
étape2 0 | 5A/[4.,P| 3P = o | 11,A 0
étape3 O A 4P| 3P o o | 11,A 6,L |
étaped 0 5A 4P 3 P[6l,H 6 |11,A 6L | o
étape5 O | 5A 4P 3P 6,HI[6 | 9B 6L o
étape 6 0 5A 4P 3P 6H 6 8,5/ [§,L] 11, S
étape7 O 5A 4P 3P 6H 6 ,)$ 6,L | 11,S
étape 8 0 5A 4P 3P 6H 6 8,S 6L .0

Les valeurdlist indiquent que la longueur d'un plus court chemenRaris a Rana vaut 10.
Pour le reconstituer, utilisons les valepréd Celles-ci nous indiquent que le prédécesseur
de Rana sur ce plus court chemin est Oslo, queedépesseur d'Oslo est Stockholm, que le
prédécesseur de Stockholm est Hambourg, que I€égeéseur de Hambourg est Amsterdam,
que le prédécesseur d’Amsterdam est Paris : lecolut chemin de Paris a Rana est donc

Paris» Amsterdam- Hambourg- Stockholm- Oslo - Rana.

Corrigé de I'exercice 3

Les sommets non encore daxpour lesquels, a une étape donnée, la valeur idaddion
rrest infinie sont des sommets qui n'ont pas de gansA. Si, a une étape donnée, pour tout
sommetx non dansA, 7£X) = o, c’est qu'il n’existe pas d’arc dont l'origine salansA et
I'extrémité non dansA. C’est dire gu'’il n’existe aucun chemin deversG — A et en
particulier der a x. La réciproque est évidente. Quant a la modificatie I'algorithme lui-
méme, il faut simplement s’arréter si, a une étdpenée, le minimum sur I'ensemble des
sommets non damsdes valeurs de la fonctiomest infini.

Corrigé de I'exercice 4

Appliquons I'algorithme de Dijkstra au graphe cisdeus :



147

X Initialisation : 7€r) — O
Etape 1 74X) — 3,pérgx) — r
3 fy) — 1,perdy) « r
pivot —« y, A — {r, vy}
—4 Etape 2 pivot — x, A —{r, X, y}

L’arborescence obtenue, formée des arcs
(r, X) et {, y), nest pas constituée des plus

1 courts chemins, puisque le plus court chemin
y der ayestr - x - yetnonr - .

L’algorithme de Dijkstra permet toujours de trouwere arborescence de racmeouvrant
tous les sommets que I'on peut atteindre a pagtir, dhais, lorsque certaines valuations sont
négatives, cette arborescence n’'est pas néceseairame arborescence de plus courts
chemins. Pour tout arx,(y) de I'arborescence fabriquée par I'algorithme dgdira, on a

7gy) — 7x) = p(X, y).

Corrigé de I'exercice 5

a. Considérons un chemin de longueur maximurtsdgraphe sans circuit ; I'originrede ce
chemin ne peut avoir :
* ni prédécesseur sur le chemin, car al®dosséderait un circuit ;
* ni prédécesseur a I'extérieur du chemin, car dlohemin ne serait pas de longueur
maximum.

Le sommet a donc un demi-degré intérieur nul.
b. On suppose que = (X, U) est un graphe sans circuit. Considérons I'aljoré suivant :
* Pouri variant de 1 &, faire
» choisir un sommet de G de demi-degré intérieur nul
(un tel sommet existe d’apres la question précé&jent
» fairenum(x) — i
« faireG « G—{x}
(G — {x} est obtenu a partir de G en retirant ¥ext arcs adjacents a x)
Au cours de l'algorithme, tous les arcs @eont été retirés ; lorsqu’un arc est retiré, son

origine vient d’étre numérotée et son extrémitédea plus tard ; la numérotatiomm ainsi
construite vérifie donc la propriété cherchée.

Réciproguement, supposons dei@dmette une numérotation topologique ; considénons
chemin deG : X1, X, ...,Xp; 0N A :
num(Xy) <numXp) < ... <nUMXp) ;

il ne peut y avoir d’arc d&, versx;, car sinon on auraiumX,) < nunix;) : G ne possede
donc pas de circuit.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'uaphe admette une numérotation
topologique est par conséquent qu’il soit sansudirc
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Corrigé de I'exercice 6

a. On trace le graphe ayant pour
sommets les sept pays, pour arcs 17
les arcs joignant les pays voisins,
pour valuation les colts de passage
d’'un pays a un autre, compte tenu
des aides (comptabilisées comme
des codlts négatifs), des taxes et de_§
codts de transport.

[l faut alors déterminer un
chemin entre les Pays-Bas et
I'Espagne qui minimise les colts. 11

b. On applique l'algorithme de Ford (I'algorithme Bijkstra ne s’applique pas car il y a des
poids négatifs, I'algorithme de Bellman non plus ity a des circuits). On obtient le tableau
suivant, dans lequel nous avons regroupé distddegset prédécesseurgréd) :

PB | B A F S | || E
Etape| dist |préd dist préd dist préd dist préd dist prédstdpréd | dist | préd
O 0 * o0 * o0 * o0 * o0 * o0 * o0 *
1 0 * | 13| P-Bl -1 P-B * | o * 00 * o0 *
2 0 * | -13| P-B| -2| B| 11 B 7 A © * 00 *
3 0 * | -13] P-B| -2| B| 11 B 6 A -6 S 12 F
4 0 * | -13] P-B| -2| B| 8 Il 6 Al -7 S 12 F
5 0 * | 13| P-B| -3| F| 7 Il 6 Al T S 9 F
6 0 * | -13| P-B| -4 F| 7 Il 5 Al T S 8 F
7 0 * | -13| P-Bl -4| F| 7 Il 4 Al -8 S 8 F

Le numéro d’étape est maintenant égal a I'ordreydyphe et la suite des distances n’est
pas stabilisée ; c’est donc que le graphe contientircuit absorbant. Le codt calculé du
transport entre les Pays-Bas et la Suisse a dimanliétape 7 : le plus court chemin de
longueur au plus 7 (en nombre d’arcs) entre lesBag et la Suisse est en fait de longueur
exactement 7 et n'est donc pas élémentaire ; iti@andonc un circuit absorbant. Pour
déterminer ce circuit, on « remonte » a partirad8uisse :

préedS) = A ;prédA) = F ;prédF) = | ;prédl) = S.

Le circuit déterminéest: S | -~ F - A - S qui est de colt —2 ; c’est bien un circuit
absorbant.

c. L’aide pour I'exportation de la France vers lghagne diminuant, la valuation de I'arc

BN

(F, A) change. Le graphe devient le graphe ci-dessauquel on appligue a nouveau
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I'algorithme de Ford.

P-B B | A F S | | E
Etape dist|préd| dist préd dist préd dist préd dist prédtd préd| dist préd
O O * o0 * o0 * o0 * o0 * o0 * o0 *
1 0| * |-13 P-B| -1 P-Bw * o0 * 00 * o0 *
2 oO| * |-13 P-B -2 B 11 Bl 7 Al o© * 0 *
3 oO| * |-13 P-B -2 B 11 B 6 A -6 S 12 F
4 oO| * |-13 P-B| -2/ B| 8 I 6 Al -7 S 12 F
5 oO| * |-13 P-B| -2/ B| 7 I 6 Al -7 S g F
6 oO| * |-13 P-B| -2/ B| 7 I 6 Al —7 S 8 F
7 oO| * |-13 P-B| -2/ B| 7 I 6 Al -7 S 8 F

La suite des distances est stabilisée ; il n’'ysag®circuit absorbant accessible a partir des
Pays-Bas ; le chemin le plus économique des PagsaB&Espagne est déterminé grace a
prédE) = F,prédF) = I, prédl) = S, prédS) = A, préedA) = B, prédB) = P-B. C’est le
cheminP-B- B - A -S- 15 FSE.

Chapitre VIII

Corrigé de I'exercice 1

L’algorithme proposé s’appuie sur un parcours «quear-examiner ».

Nous utilisons un tableau, notéble, indicé par les sommets, que nous initialisons en
attribuant la valeur 0 a chacun des sommets. Lersgple(x) est non nul, on dit que est
marqué. Nous utilisons aussi un booldgparti, initialisé a vrai. Nous utiliserons une
procédure « examiner » définie ci-dessous. Examinesommex, c’est :



150

» Pour tout voisiry dex, faire
» Siy n’est pas marqué, alors
- posertablgly) = 3 —tablgx)
- considérey comme marqué
= sinon
- sitableg(y) =tablg(x), alors
- posetbiparti = faux

L’algorithme proposé s’écrit alors :

Choisir un sommed quelconque

posertablga) = 1

* posetbiparti = vrai

tant quebiparti est a vrai et qu'’il existe un sommetarqué non examiné, faire
* examinerx

* sibiparti est a vrai, conclure que le graphe est biparti

 sinon conclure qu’il ne I'est pas

Prouvons cet algorithme.

Supposons d’abord que l'algorithme permet de caoachjue le graphe est biparti. La
variablebiparti n’a alors jamais été mise a faux. On a effectu@ancours du graphe ou tout
sommetx s’est vu attribuer, dans le tabletable, la valeur 1 ou la valeur 2. Supposons que
{x, y} soit une aréte et queait été examiné avamt; lorsqu’on a examing, on a considerg
; sitable(y) valait 0, on a postablgy) = 3 —tableg(x) (c’est-a-dire 2 sfablg(x) valait 1 et 1 si
table(x) valait 2) ; sitablgly) ne valait pas 0, sa valeur était nécessairemiéférahte de
table(x), sinonbiparti serait passé a faux. Les valeurstalele(x) et detablgy) sont donc
nécessairement différentes. La partition des somemtdeux classes selon la valeutatde
qui leur a été attribuée montre que le graphe ipstrib puisque deux sommets adjacents ne
peuvent étre dans la méme classe.

Supposons maintenant que le graphe soit biparttori¢oY et Z deux ensembles de
sommets tels qué=Y 0 Z et tels que toute aréte Geait une extrémité danset une dang.
Supposons, sans perte de généralité,agappartienne &. Montrons alors que tout sommet
marqué 1 par I'algorithme appartientraet tout sommet marqué 2 appartierd. &C’est vrai
pour le sommet. Raisonnons par I'absurde et notgnke premier sommet marqué qui ne
vérifie pas cette regle ; supposons par exempley gppartienne & ; dire qu'’il ne vérifie pas
la regle, c’est dire quiablgly) = 1.y a été marqué a partir d’'un somnxeadjacent & ; X
appartient & ; x verifiant la réglefablg(x) = 1 ; mais alors, I'algorithme posablely) = 2 ; il
y a une contradiction. Le raisonnement est le m&igeppartient &'. La regle annoncée est
vérifiée. Le test dable(x) = tablgly) » effectué sur deux sommets adjacents ne seragam
vrai : I'algorithme conclut a la bipartition.

Corrigé de I'exercice 2

On applique l'algorithme en deux phases qui a éténd dans le chapitre VI.

bY

Lors de la phase 1 de lalgorithme, on démarre &cqurs a partir du sommet
a ; lorsque ce parcours est terminé, certains sogmgeont pas encore marqués ; on repart
du sommef puis a partir du sommen. Lorsqu’un choix est possible, on retient toujours
'ordre alphabétique. Les arborescences de parcaursi obtenues sont en gras dans
I'illustration ci-dessous ; les numéros indiquéstdes numéros postfixes.
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Lors de la phase 2 de l'algorithme, on effectue suite de parcours daf&s ; on a indiqué
ci-dessous la numérotation préfixe obtenue ; oa@éten gras les arborescences de parcours.

Pour représenter le résultat, on a entouré lesrdrsiee de sommets correspondant a une
méme composante fortement connexe GleLes composantes fortement connexes sont
numérotées (en chiffres romains) dans I'ordre skdquoel elles ont été constituées.




152

Corrigé de I'exercice 3

Si on applique [l'algorithme
partir dea, on obtient le résultat ci-
contre. Les arétes ont toutes
orientées en arcs arborescents ou a
arrieres. Les numérogréfixe (a
gauche) etbasse(a droite) ont ét
indiqués. C

KR

| préfixe| bassd

La pile des arétes est successivement :

{9, ¢
{f. a1 Hf, g
e, 011 e, 31 e, £}

d, g7 g l{deg! lde!
eal lcallcal |{c,a}l

d, ¢ ol gl gl g
b ] oy | 18T Ly g ! g, d}J L{b, d}J b, d} |

= [{a b}] L{a, b}J L{a, b}J {d. ¢ | L{a, b}J {ab] [{a] Had]
R P 1
a1}
Au moment ou on recule deene, on a :bassé€f) > préfixge) ; r{d, &

on dépile donc les arétes,{e}, {f, g}, { e f} qui constituent le:
arétes de la composante 2-connexe induite pabhamstse, f et {c. &} |
g ; la pile est a ce momel#-celle représentée a droite. On « |{d, c} |
alors reculer de end ; commebassée) > préfixgd), on dépile |{b, ) |
I'aréte {d, €}, qui correspond a la composante 2-connexe (réduitt J
a une aréte) induite par les sommedtgt e. La pile est alor {a, b}
successivement :

i, d 7
{h,i} 7 I{h,i} |
[{d, 7 1{d, | ld, my |

e, a7 l{c at | {c, a : I{c, a} |

@9 .0 .9 0.q
wallpallbgl ma
ot L] e ey

Au moment ou on recule deend, on a :basséh) > préfixgd) ; on dépile donc les arétes
{i, d}, {h, i}, {d, h} qui constituent les arétes de la composante Zyex@ induite par les
sommetg, i eth; la pile devient :
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[{c, a} ]
1{d, ¢} |
[ {b, d} I
{a, 1} |

Enfin, au moment ou I'on recule deena, on abasséb) > préfixga), on dépile donc les
arétes ¢, a}, {d, c}, {b, d}, {a, b} ; ces arétes sont les arétes de la composanten2x®
induite par les sommesgs b, c etd.

Corrigé de I'exercice 4

a. Il est clair que s'il existe un arc arrieye X), alors il existe un circuit constitué du chemin
de l'arborescence allant dey et de I'arc ¥, x).

Réciproguement, supposons qu'’il existe da@nsn circuit. Notons¢, Xp, ..., Xy Ce Circuit.
On peut supposer sans perte de généralité quer@grsommet du circuit marqué pendant le
parcours est le sommet. Montrons alors par récurrence sgue tous les sommets du circuit
sont marqués pendabfS(x;) et donc sont descendantsxgePouri = 1, ceci est trivialement
vérifieé. Supposons que ce le soit pous L< p et montrons ce méme résultat pout 1 ; si
Xi+1 €st marqué avang, sachant qu’il est marqué apnes c’est qu'il est lui aussi marque
pendantDFS(x;) ; Si X+1 est marqué aprés, comme il est successeur xlec’est qu’il est
marqué duranDFS(x) qui se déroule a l'intérieur d@FS(x;). Dans les deux casg;.; est
marque pendar@FS(x;). Or, x, est descendant de dans I'arborescence : I'argy(x;) est un
arc arriére.

b. Le raisonnement est absolument similaire a a#ueloppé dans la partie a.

Chapitre IX

Corrigé de I'exercice

On fait tourner Ialgo- sommets examinés sommets marquées

rithme de Ford et Fulkerson. (A, )
Les étapes successives sont s a(s, +7) etb(s +1)
représentées dans le tableau a f(a, +7)
ci-contre. b eb, +1)

f i(f, +5)

e

i dGi, —4)

d g(d, +4)

g 1(9, +4) etj(g, +1)

| o(l, +4)
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On remarquera que I'examen delonne ad la marque i( —4) et non i( —5), car on
considere ici le flux de I'arci,(d) et non la différence entre capacité et flux. Xapart,

I'examen ded donne & la marqued, +4) et norg(d, +5), car la marque dgest aussi limitée
par la valeur absolue de celledie

On a trouvé une chaine augmentante de 4 : la cha@é i, d, g, |, p. Les nouveaux flux
sont notés ci-dessous.

Chapitre Xl

Corrigé de I'exercice 1

Tout cycle de longueur impaire vérigG) = 2 ety(G) = 3.

Corrigé de I'exercice 2

1. Considérons le graphe ci-dessous :

L’algorithme recherchant une cligue maximale sé&ecte d’abord le sommed. Le
voisinage de ce sommet étant le stable composésasnetsa, e, f et g, I'algorithme
sélectionne alors un de ces quatre sommets, panpixde sommes, puis se termine : on
obtient ainsi la cliqgue constituée des somnaettd, de cardinal 2.
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Pourtant le graphe possede une clique de cardini Biangle composé des sommatb
etc: w(G) = 3. L’algorithme ne donne pas cette valeur.

2. Tout cycle de longueur impaire véritig(G) = 2 ety(G) = 3.

Chapitre XI|

Corrigé de I'exercice 1

Le probleme d’optimisation de la cligue maximum siste a déterminer, dans un graghe
donné, une cligue dont toutes les arétes soientadiss des et qui contienne le plus de
sommets possible. Le probleme de décision asseciegtre décrit de la fagon suivante :

Nom :CLIQUE
Données : étant donné un entid, étant donné un graphe non orienté
G = E),
Question : existe-t-il dan& une clique de tailles k, c’est-a-direY U X tel que le
grapheH = (Y, (Y xY) n E)) soit une clique et qu¥|p k ?
Montrons queCLIQUE est NP-complet en lui réduisant polynomialenteAd.
Auparavant, constatons qU@LIQUE est dans NP : si on veut vérifier qu'un grapthe
convient, il faut compter les sommetsk@t comparer ce nombrekapuis il faut vérifier que
toutes les arétes die sont aussi arétes & CommeH a au plus autant de sommets Gyel

est facile d’effectuer ces vérifications en un noentyopérations polynomial par rapport a la
taille de I'instance.

Considérons une instance quelconqueSéd, définie par un ensembld de variables
booléennes et un enseml@lelem clausesC,, C,, ..., Cy, définies sur les littérales dérivées de

U:pour1<i<m C ={zy 22 ...z} avecz ;0Uou z ; OU pour 1<j<r;z ; est
donc laj¢littérale de la© clause.

On construit un graph& dont les sommets sont des couple$)(i faisant référence au
numéro de la clause, etj au numéro de la littérale : la clause
Ci={z1 22 ....z,} donnera les; sommetsi( 1), (, 2), ..., (, ri). Les sommets (j) et (, 9)
sont adjacents daigs si et seulement si# r (les arétes ne relient que des sommets provenant
de clauses différentes) &t; # z, ¢ (de cette fagon, si on sélectionnejy et {, s) pour

constituerY, on pourra attribuer la valeur « vrai %3 etz s sans créer d'incompatibilite).
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La figure ci-contre montre
le grapheG que I'on obtient
si linstance de SAT est
donnée par les 3 clauses :

C ={u, W, U3, ug},
C, ={uy, W},
Ca={u, U, Uy}.

@1 (3,2 (3,3

On compléte l'instance dELIQUE en posank = m. Compte tenu de la forme d&
(absence d'arétes entre des sommets provenant anémee clause), toute clique d&
contient au plusn sommets. Le choix defait donc que la réponse a I'instance ainsi coge
CLIQUE est « oui » si et seulement si on peut exhiberdlinee de taille exactement, ce
qui signifie que I'on cherche a sélectionner exaetet un sommet dans chaque paquet de
sommets traduisant une clause.

Cette transformation conserve bien la réponse. imag que la réponse a l'instance de
SAT soit « oui » : il existe une fonctionf & valeur dans {« vrai »,
« faux »} telle que chaque clau€g contient au moins une littérale dont I'image paoit «
vrai ». Soitz ;, une telle littérale pour toutcompris entre 1 eh. Alors I'ensembley = {(i, j;)

pour 1<i < mj} définit une clique dé&s de taillem : les sommets (j;) et , ) aveci #r sont
bien reliés par une aréte puisque, sinon, il fatdraoir Zj =Zs » CE qui n'est pas

compatible aved (zi,ji )= f(z s ) = «vrai ».

Réciproguement, solt un ensemble de sommets de tailaléfinissant une clique da.
Soit f une fonction a valeur dans {« vrai », « faux »}i qitribue la valeur « vrai » aux
littérales associées aux sommetsydeeci est bien possible, d’aprés une remarque fdits
haut). CommeéY posseden sommets et que chaque sommetgeovient d’'une clause qui lui
est propre, chaque clause possede une littéralelaamleur parf est « vrai » : toutes les
clauses sont donc satisfaites pat la réponse a l'instance 8&Test « oui ».

Enfin la transformation est polynomiale. En eff@tl) posséde variables booléennes, on
dispose der2littérales, que I'on peut supposer numérotées aéhl; coder une clausg; ar;

littérales peut se faire en énumérant les unssaite des autres les numéros del#térales
constituantC; : il faut alors plus de; bits pour codeC; ; la taille de I'instance d8AT est

m m
donc au moinsz ri. Or, G possédez r, sommets ; la description dé par exemple au
i=1 i=1
m N2
moyen de sa matrice d’adjacence nécessite par Z ri] bits ; par ailleurs, il faut
i=1
m m
environ logm < Zri (carm < Zri) bits pour codek. La construction de l'instance de
i=1 i=1

m
CLIQUE peut donc se faire en un nombre d’opérations bpanéin polynéme eE r, etla

i=1
transformation est polynomiale.



157

On a reussi a réduilt®ATa CLIQUE a I'aide d’'une transformation polynomiale (on aiura
tout aussi bien pu partir deSBATet utiliser la méme transformation). La NP-comydi&t de
SATentraine donc celle deLIQUE.

Corrigé de I'exercice 2

Le probleme d’optimisation du transversal minimuongiste & déterminer, dans un graphe
G donné, un sous-ensemble de sommets de cardinanomn tel que toute aréte d&
possede au moins une de ses extrémités dans cersmmble. Le probléme de décision
associé peut étre décrit de la facon suivante :

Nom : TRANSVERSAL
Données : étant donné un entigétant donné un graphe non orie@té (X, E),
Question : existe-t-il danS un transversal de taillek, c’est-a-direYDX avecY|<k

ettel quell {x,y} OE,xOYouydY?
Montrons queTRANSVERSA&st NP-complet en lui réduisant polynomialen@hlQUE.

Auparavant, constatons qE&®RANSVERSAEst dans NP : si on veut vérifier qu’un sous-
ensembleY convient, il faut compter les élémentsXdet comparer ce nombrekapuis, pour
chaque aréte d@, vérifier gu’au moins une de ses extrémités sevieadansy. Il est facile
d’effectuer ces vérifications en un nombre d’opéret polynomial par rapport a la taille de
l'instance.

Transformons une instance quelconqueCd&QUE en une instance dBRANSVERSAde
la fagon suivante. Soit, r) une instance d€LIQUE, avecH = (X, F) ; l'instance G, k)
associée deTRANSVERSAIlsera définie paG = H etk = n —r, ou H désigne le
complémentairele G, c’est-a-dire le graphe ayant méme ensemble denstsnques et tel
que deux sommets distincts sont adjacents dhrs et seulement si ce n'est pas le cas dans
H (plus formellement, si on pose= (X, E), alors

E=XxX-(F O{(x, xX) pourx I X})).

Montrons que sk définit une clique deéd de taille>r, alorsX —Y est un transversal de
G = H de taille< k et réciproquement. En effet, sditun sous-ensemble de cardinal
deéfinissant une clique de. Alors Y est un stable (c’est-a-dire un ensemble de somdegts
a deux non adjacents) dd de cardinal r. Par conséquent, toute aréte @eossede au
moins une extrémité dané—Y, ce qui montre quX — Y est un transversal da de taille
inférieure ou égale a—r = k. Réciproquement, ${ —Y est un transversal d& de taille< k,
alors il n’y a pas d’'aréte daidont les deux extrémités soient dah€e qui entraine qué
définit un stable de taille supérieure ou égafe-&k dansG = H, et donc une clique de taille
supérieure ou égalera-k =r dansH.

Il s’ensuit que la transformation proposée plust ltanserve la réponse « oui » ou « non ».
Comme de plus elle est clairement polynomiale, GRANSVERSAlest dans NP et que
CLIQUE est NP-complefTRANSVERSA&st lui aussi NP-complet.

On peut enfin remarquer que les mémes argumentsefteaient de démontrer que la
recherche d’'un stable de cardinal maximum est wbleme NP-difficile, comme les deux
probléemes d’optimisation do@LIQUE et TRANSVERSA&ont les problemes de décision.
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12. Chapitre XIII

13.1. Corrigé de I'exercice 1

Le coefficient de la variabbe, étant, par hypothese, positif, la variakjeest entrante et on
I’échange donc avec I'unique variable en basecqgtrespond a I'unigue contrainte. On avait

n
Xns1 =V = YV X;
=1
et, apres I'échange, on obtient :

1 n
X1= |V = D VjX —Xny

1

En reportant cette valeur dans la fonction objeittifient :

V< Vi
ouencore  z=-—T 4 Z(Uj —b).xj - X
i =2 v v

Compte tenu de la numérotation adoptée, les camific de toutes les variables qui
interviennent dans I'écriture desont négatifs ou nuls. On a donc trouvé la vateaximum
dezen une itération, et celle-ci est égale ¥/v;.

13.2. Corrigé de I'exercice 2

DETERMINATION D' UNE BORNEB

On applique une heuristique de prolongement d’ura@ne en choisissant a chaque étape
I'aréte la moins lourde permettant ce prolongeng{br@n slr en ne créant un cycle qu’a la
fin). En partant de&, on peut par exemple choisir successivementt{{t, v}, {v, u}, {u, v},
choix que I'on complete nécessairement par l'adjoncdes arétesx z} et {z v}, ce qui
donne le cycle hamiltonient y u v z x, de poids 17. Nous commencons la recherche avec
cette borne B = 17.

STRATEGIE DE DEVELOPPEMENT

Bien qu'elle soit plus consommatrice de place méena@t qu’elle pose parfois des
problemes pour gérer I'arborescence et détermesoinmet auquel appliquer le principe de
séparation, nous adopterons ici une stratégie pe & meilleur d’'abord », assez facile a
mettre en ceuvre a la main. Par conséquent, quareffectuera une séparation, tous les
sommets obtenus seront évalués, et on repartirsodumet non encore séparé de moindre
évaluation.

EVALUATION DE LA RACINE DE L' ARBORESCENCE

Prenons pour jouer le réle dg du texte ; les deux arétes de poids minimum imtietea
x sont les arétes{t} et par exemple X, y}. Un arbre de poids minimum d&; — x nous sera
fourni par I'algorithme de Kruskal ou par celui Bam. Avec les deux arétes incidentes a
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on obtient par exemple le grapHeen gras, de poids 13, poids qui donne I'évaluatiena
racine.

Ce graphe n’est pas un cy
hamiltonien parce que certai
sommets ont un degré strictem
supérieur a 2. C'est le cas |
exemple du sommet Nous allon:
utiliser le fait que dansH ce
sommet est de degré 3 pi
effectuer les trois brancheme
décrits ci-dessous.

1ER BRANCHEMENT

L'aréte {x, y} est interdite, c’est-a-
dire que son poids devient infini, ce
qui ne modifie pas l'arbre couvrant de
Ke — X. Les deux arétes de poids
minimum incidentes a x sont V

maintenant %, t} et {x, v} Y
L'évaluation de ce sommet est 2 3
toujours 13, mais elle n'est pas

exacte, le graphe correspondant (ciu 7

contre) n'étant pas un cycle
hamiltonien.

2E BRANCHEMENT

L’aréte {y, t} est interdite (son poids devient infini), ce qubdifie I'arbre couvrant de
Ke —X. Parmi les nouveaux arbres de poids minimum, dénsns celui qui, ainsi que les
deux arétes de poids minimum incidentes sont en gras dans le graphe ci-dessous. On
obtient un cycle hamiltonien de poids 14. On pertadmettre a jour la borr@ qui passe de
17 a 14, et d’autre part ne pas développer ulté@eant le sommet auquel on vient d’aboutir
dans l'arborescence, son évaluation étant égaaauvelle valeur dB.



3E BRANCHEMENT

L'aréte {y, u} est interdite (son
poids devient infini), ce qui modifie
larbre couvrant deKg — X. Les
nouveaux arbres de poids minimum
ont un poids égal a 8 (voir graphe ci-v
contre). Avec les deux arétes de poids
minimum incidentes &, on obtient
ainsi une évaluation de 14, donc égale
a B. Par conséquent, il est inutile deu
développer I'arborescence a partir de
ce sommet : il ne conduira pas a un
cycle hamiltonien plus intéressant
gue celui qu’on connait déja.

Les opérations que I'on vient d’effectuer peuveine @sumeées par le dessin suivant, qui
donne I'état actuel de I'arborescence. Les aréegy interdites y sont représentées g .

évaluation exacte évaluation = borne

Il ne reste plus a développer que le sommet sitg@uahe dans le dessin précédent. Dans
le graphe correspondant a cette évaluation (vais plaut le graphe obtenu par le premier
branchement), le sommeest de degré 3. On effectue donc trois nouveaardbements a
partir de ce sommet de I'arborescence, en intertd®maccessivement, en plus de l'arétey,
les arétest{ x}, {t, y} puis {t, Z.
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4E BRANCHEMENT

L’aréte {t, X} est interdite (son poids devient infini). Les dearétes de poids minimum
incidentes & sont maintenant¥ v} et {x, u}. Le poids du graphe en gras dans le dessin ci-
dessous, égal a 16 (= 7 + 9), donne I'évaluatiorsalmmet de I'arborescence auquel on
aboutit. Cette évaluation étant supérieuB; an ne développera pas ce sommet.

X

5E BRANCHEMENT

L’aréte {t, y} est interdite (son poids devient infini). Un aglote poids minimum di€g — X
avec l'infini pour poids de t{ y} a déja été calculé pour lee dranchement, de poids 8.
Comme de plus les deux arétes de poids minimundentés & sont {§, t} et {x, v}, on
obtient 8 + 6 = 14 comme évaluation de ce nouveamunset de I'arborescence. Cette
évaluation étant égaleBy on ne développera pas ce sommet.

On pouvait d’ailleurs prévoir qu’il ne serait pagéressant de développer cette branche,
puisque, par rapport a Branchement, on a interdit une aréte supplémentain ne pouvait
donc pas obtenir mieux que par RbPanchement.
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65 BRANCHEMENT

L'aréte {t, z} est interdite (son X
poids devient infini). L’évaluation de
ce nouveau sommet de I'arborescence
est donnée par le poids du graphe en
gras dans le dessin ci-contre, et vauv
donc 14, ce qui n'est pas mieux que
la borne : on ne développera pas ce,
sommet.

t

Il ne reste plus de sommet a développer : on ainétnh.’arborescence totale est donc
réduite aux sommets du dessin suivant :

8+6=14

évaluation exacte évaluation = borne

évaluation > borne évaluation = borne évaluation = borne

Le poids minimum d’un cycle hamiltonien vaut 14letcycle hamiltonien obtenu aif 2
branchement est une solution optimale du probléme.

Si on voulait déterminer tous les cycles hamiltoside poids minimum, il faudrait encore
développer tous les sommets dont I'évaluation VBt puisqu’ils sont susceptibles de
contenir de telles solutions. Plus généralememprilviendrait de modifier la description des
méthodes par séparation et évaluation de facon éimmer que les sommets de
I'arborescence qui ne contiennent aucune solutatisable (les contraintes du probleme ne
sont pas toutes respectées) ou dont I'évaluatibrstestement moins bonne que la borne
(c’est-a-dire strictement supérieure dans le casa’minimisation et strictement inférieure
dans le cas d’une maximisation) ; les sommets tli@ti@n égale a la borne seraient donc
développés, y compris lorsque I'évaluation est gxac
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